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AUFGABEN 

AUS DBB 

ANALYTISCHEN GEOMETRIE 

DER EBENE 

vo.\- 
DK. ADOLF HOCHHEIM, 



HEFT I. 
DIE GERADE LINIE, DER PUNKT, DER KREIS. 



A. AUFGABEN. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNEE, 

1*82. 
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Bei Herausgabe der vorliegenden Sammlung von Aufgaben 
war die Erwägung marsgebend, dafs ein Studium der analytischen 
Geometrie nur dann wahrhaft fruchtbringend sein kann, wenn mit 
der theoretischen Behandlung zugleich die praktische Übung ver- 
bunden wird. Um für diese Übung ein ausgiebiges Material zu 
schaffen, galt es nicht nur die längst bekannten Theorieen zu be- 
rücksichtigen, sondern auch die zahlreichen grofsen .Resultate, mit 
denen wahrend der jüngsten Jahrzehnte die Wissenschaft bereichert 
worden ist, in leicht fafslichen Problemen zur Anwendung zu 
bringen. Für die Lösungen schien es angemessen, auch die Metho- 
den der moderneu Algebra zu benutzen, 

Das Werk soll den Studierenden der Mathematik auf der 
Universität und der technischen Hochschule dienen, doch werden 
die ersten Hefte auch bei dem Unterrichte anf der obersten Stufe 
der Realschule Verwendung finden können. 

Möchte es dem Buche gelingen, die Jünger der Wissenschaft 
bei ihrem Studinm zu fördern und sie zur Selbsttätigkeit an- 
üiii'egfvn. 

Magdeburg, im Januar 1882. 
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Bestimmung der Lage eines Punktes durch die 
Koordinaten desselben. 

1. Beatimme die Lage der Punkte, deren Koordinaten sind: 
a)a = 3,#=5; b) * ==— 6, y = — 1; c)x = 7,y = — 2; 
i)x = — 1, y = 4; e) a> = 0, y= — 3; f) #='6, */ = 0; 
&) ic = 0, jy = 0. 

2. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks sind: 
«i = 2, 2/j — 4; x 2 = — 2, # ä = 7; * Ä = — 6, y 3 = — 8. 
Das Dreieck ist zu konstruieren. 

3. Konstruiere das Viereck, dessen Eckpunkte die Koordi- 
naten #, = 7, y t = 2 ; % = 0, # 3 = — 9 ; a? s = — 3, y A => — 1 ; 
#4 = — 6, y± = 4 besitzen. 

4. Gegeben sei die Abscisse x = 4. Es soll die zugehörige 
Ordinate gesucht und konstruiert werden 

a) mit Hilfe der Gleichung y = 2x — 9; 
b) » = ^ + 3. 

5. Wo liegen die Punkte, deren Koordinaten folgenden 
Gleichungen genügen: 

a) 'äx — 1y = 55, 5x + 2y = — 4; 

b) 2:s — 3j/= — 3, IIa;— 16# — — 19; 

c) 7? + (5— y) (5 — 4 je — y) = 0, ai + # = 7; 

d) 9a; 3 -f- lOxy + y* = 273, 9a; a — lOs»/ + ^ = 33? 

6. Wie viel Punkte ergehen sich, wenn die eine Gleichung 
vom p l6D , die andere vom g ten Grade ist? 

7. Welches sind die Koordinaten derjenigen Punkte, welche 
auf der Abseissenachse oder der Ordinatenachse liegen und vom 
Koordinatenanfangspunkte den Abstand a haben? Welches sind 
die Koordinaten des Koordinatenanfangspunktes? 

8. Gegeben sei ein Quadrat mit der Seite s. Durch den 
Schnittpunkt der Diagonalen sei ein rechtwinkliges Achsensystem 
gelegt. Welches sind die Koordinaten der Ecken, 

Holliheim, Aufgaben o.d.aua]. Geometrie. I. 1 
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2 Bestimmung der Lage eines Punktes durch die Koordinaten desselben. 

a) wenn die Seiten den Achsen parallel laufen? 

b) wenn die Diagonalen auf den Achsen liegen? 

9. In welcher Beziehung stchon die Koordinaten zweier Punkte, 
deren Verbindungslinie im Koordinaten auf angspunkte halbiert wird? 

10. Ein reguläres Achteck besitze die Seite s. Der Mittel- 
punkt desselben sei Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. "Welches sind die Koordinaten der Eeken, 

a) wenn zwei Seiten desselben der Y-Achse parallel laufen? 
li) wenn die Abscissenachse durch zwei gegenüberliegende Ecken 
geht? 

Die Entfernung zweier Punkte. 

11. Gegeben seien die rechtwinkligen Koordinaten der beiden 
Punkte A und B: (x u j/j), (%%, y 2 ). Wie grofs ist die Entfernung 
zwischen beiden? 

Beispiele. 

a) x 1 = 0, y t = 0, <£% = 8, y 2 = 6. 

b) x x = 5, y 1 = 24, # B = 17, y % = 29. 

c) w, = 27, y, = — 11, iR, = — 3, y s = — 7. 

12. Der Koordinaten Winkel betrage 60°. Die Koordinaten 
des Punktes A seien iCj «= 9, y l = — 4, die des Punktes B 
x 2 = 11, y z = 7. Wie weit sind beide Punkte von einander entfernt? 

13. Die Polarkoordinaten des Punktes A seien r, = 17, 
o?! = 30" 11', die des Punktes B r 2 = 19, <p a = 172° 30'. Wie 
grofs ist der Abstand zwischen beiden Punkten? 

14. Welches sind die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte 
der Y-Achse, die von dem Punkte {x u y t ) den Abstand d haben? 

15. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn der Punkt 
(x 1 , j/j) von dem Punkte (7, — 2) die Entfernung 11 haben soll? 

IG. Welcher Bedingung müssen die Koordinaten eines Punktes 
($, y) Genüge leisten, wenn er von den Punkten (2, 5), (—11, l) 
gleiche Entfernung haben soll? 

17. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind {x v y 2 ), 
(#iji #s)j 0% 2/3)- Wie lang sind die Seiten desselben? 

Beispiele. 

a) «, — 2, & = — 13, x., = — 9, y 2 = 5, % = 17, y 3 = 23. 

b) x t = 5, ij, = 0, x 2 = 0, y 3 = 29, x A = 18, y t = 4. 
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Die Entfernung zweier Punkte. 



18. Die Koordinaten der Ecken eines Vierecks seien (3, 4), 
(7, — 1), (— 6, — 5), {— 16, 11). Wie lang sind die Seiten? 
Wie lang die Diagonalen? 

19. Die Länge einer Strecke sei = "[/314. Die Koordi- 
naten des einen Endpunktes seien atj = 5, g/, = — 3, die Ab- 
risse des zweiten # ä = 22. Wie grofs ist die Ordinate des letzteren'? 

Teilung einer Strecke nach einem bestimmten 
Verhältnis. 

20. Gegeben seien die Koordinaten der Endpunkte einer 
Strecke (x u i/J, (x 2 , y%). Welches sind die Koordinaten desjenigen 
Punktes, der diese Strecke im Verhältnis m : n teilt? 

Beispiele. 

a) »t = 7, y l — 11, x 2 = 13, y s = 4, m = 1, n = 1. 

b) Xl = — 2, y i = 3, iTg = 12, y a = — 6, m = 1, » = 2. 

c) ^ = 3, j/i — 13, «g — - 7, & — - 1, » — 4, « — 7. 

21. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien 
#i = Si ^i == 5, #s = 7, y a = — 9, % = — 2, j/ 3 = — 4. 
Welches sind die Koordinaten der Halbierungspunkte der Seiten? 
Welches sind die Koordinaten des Schwerpunktes? 

22. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien 
(5, — 7), (l, 11), (— 4, 13). Welches sind die Koordinaten des 
Schwerpunktes? Wie weit ist derselbe vom zweiten Eckpunkte 
und wie weit vom Koordinatenanfangspunkte entfernt? 

23. Eine Strecke sei in drei gleiche Teile geteilt. Der eine 
Endpunkt besitze die Koordinaten (3, 8), der zunächst liegende 
Teilpunkt (4, 13). Welches sind die Koordinaten des anderen 
Endpunktes? 

24. Die Strecke AB soll über jeden ihrer Endpunkte hinaus 
um ihre Hälfte verlängert werden. Welches sind die Koordinaten 
der Endpunkte der Verlängerungen? Die Koordinaten von A seien 
(5, 6), die von B (7, 2). 

25. Die Koordinaten von drei Eckpunkten eines Parallelo- 
gramms sind bekannt: (l, 2), ( — 5, — 3), (7, — 6). 
sind die Koordinaten des vierten Eckpunktes? 
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4 Teilung einer Strecke nach einem bestimmten Verhältnis. 

26. Die Strecke AB soll über S hinaus soweit verlängert 
werden, dafs sie sich au ihrer Verlängerung wie 4 zu 7 verhält. 
Die Koordinaten von A seien (5, 4), die von B (6, — 9). 

27. Die eine Seite eines Dreiecks sei im Verhältnis m zu 
n geteilt, die Verbindungslinie dieses Teilpunktes mit der gegen- 
überliegenden Ecke im Verhältnis p zu q. Welches sind die 
Koordinaten des letzteren Teilpunktes? 



Transformation der Koordinaten. 

28. Gegeben sei die Gleichung y = 5x — 6. Welche Ge- 
stalt nimmt dieselbe an, wenn sie auf ein neues rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen wird, dessen Achsen den ursprünglichen 
parallel sind und sich im Punkte (5, 4) schneiden? 

29. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes genügen 
der Gleichung x 2 + 14» + f — 10# + 49 = 0. Welche Form 
nimmt dieselbe an, wenn ein neues System zu Grunde gelegt wird, 
dessen Achsen den ursprünglichen parallel sind und sich im Punkte 
( — 7, 5) durchschneiden? 

30. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes genügen 
der Relation y = f (%). Welche Umwandlung erfährt dieselbe, 
wenn man ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem zu Grunde 
legt, welches denselben Anfangspunkt besitzt, dessen Achsen aber 
gegen die ursprünglichen unter dem Winkel et geneigt sind? 

Beispiele. 

a) (j/ 2 + # a ) (# tg a + y) = 2 ay (x — y tg «) , der Drehungs- 
winkel sei «. 

b) (*" ~ 9») (i + Y) + 'S (Vi- 1) + ■ V» + 9 ~ 0, 

Drehnngs Winkel = 30°. 

31. Gegeben sei die Gleichung x s — y 2 = a a ; dieselbe soll 
auf ein neues Koordinatensystem transformiert werden, dessen 
Achsen die Halbierungslinien der rechten Winkel c 
liehen Systems sind. 

32. Der Gleichung 2y 2 + '2xy + x 2 + IB. 2 = ( 
die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes. Um welchen Winkel 
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Transformation der Koordinaten. 5 

mufs das Koordinatensystem gedreht werden, wenn die aus der 
Transformation hervorgehende Gleichung das Produkt der beiden 
neuen Koordinaten nicht enthalten soll? 

33. Um welchen Winkel mufs ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem gedreht werden, damit die X-Achse in ihrer neuen 
Lage durch den Punkt x t = 5, y x = 7 hindurchgeht? 

34. Der Koordinatenwinkel eines schiefwinkligen Systems be- 
trage 45 u . Es mögen die Halbierungslinien dieses Winkels und 
seines Nebenwinkels zu Achsen eines neuen Systems genommen 
werden. Wie lauten die Transfer mationsform ein? 

Beispiel, v? (4 - 3 T/%) + f(i + 3 V?) + i*»ys — 0. 

35. Der Koordinatenwinkel eines Achsensystems betrage 60°. 
Die T-Achse möge um den Koordinatenanfangspunkt so gedreht 
werden, dafs sie lotrecht zur X-Achse steht. Welches sind die 
Transformationsgleichniigeri? 

Beispiel, tf + txy + \ V + ^ + ?** = °- 

36. Gegeben sei ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit 
dem Koordinatenwinkel a. Durch den Koordinatenanfangspunkt 
seien zwei neue Achsen gelegt mit dem Koordinatenwinkel ß. Die 
neue X-Achse schliefse mit der ursprünglichen den Winkel y ein. 
Welches sind die Transformationsgleichungen? 

37. Ein rechtwinkliges Koordinatensystem werde um den 
Winkel a gedreht und aufserdem so fortgeschoben, dafs der Ko- 
ordinatenanfangspunkt mit dem Punkte (k, b) zusammenfällt. Welche 
Gestalt nimmt die Gleichung y = f(x) an, der die Koordinaten 
(:c, y) eines gegebenen Punktes genügen? 

Beispiel. 

$(^+3^-^+iyW+^($-£V^)-# a (l+*y3) 

d = 2, 6 = 1, a = 30°. 

38. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes genügen 
der Gleichung y = <p (%\ Welche Form nimmt diese Relation an 
hei Einführung von Polarkoordinaten, wenn der Pol die recht- 
winkligen Koordinaten («, b) besitzt und die feste Achse PS zur 
X-Achse unter dem Winkel a geneigt ist? 
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Beispiele. 
1) '/ — $>J + 9 - &> = 0, a = |, & = 3, a = 0°. 
•i) x 2 — ix — f — Gy — 54 = 0, a — 2, b = — 3, « = 0°. 
3) (# E + ff = ** (x a - */ B ), o = 0, & = 0, « = 0». 

39. Die Polarkoordinaten eines Punktes sind durch recht- 
winklige zu ersetzen unter der Bedingung, dafs die Ahscissenachse 
des rechtwinkligen Systems mit der festen Achse und der Koordi- 
natenanfangspunkt mit dem Pol zusammenfällt. 

B.i.piel«. l),-~ 

2) q = kain 2#, 
. _ öfcsinöcos & 
sin 3 & -f- eos a & 

Die gerade Linie. 

(Rechtwinklige Koordinaten.) 
Die Gleichung der geraden Linie. 

40. Welche Bedeutung haben die konstanten Gröfsen in 
folgenden Gleichungen: 

K ) y = Ax + b, ß) - + £ = 1, 

y) x cos <p + y sin <p =_p, <$) .y — b = tg<p(# — <*)? 

41. Die Lage einer geraden Linie ist aus ihrer Gleichung 



1)*-.; 


2)z = 0; 


3) z = — b; 


4) ,J — 2; 


6)n= -'; 


6) » - x; 


7) j, _, _ I; 


8)»-i«; 


i)y — — ii- 


10) </_* + «; 


u)!/ -}* +7; 


12) S - | -'9 


13) j — - a + 3; 


14)»- -J- 11; 


15)*-»_1 



16)—- + ?- , .. — 

' 35 'ii '3 ' ' yä Vi 

19) »-ä — J(*-8)i 20)»+ 6 $(*— 12). 
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Die gerade Linie. 7 

42. Aus der Gleichung einer Geraden Lx -f- My -\- N = 
ist der Neigungswinkel derselben zur X-Achse au bestimmen. 

Beispiele, o) bx — 3y + 7 = 0; 6) Ix + lly — 3 = 0. 

43. Alis der Gleichung einer Geraden £# -|- My -j- N = Ü 
ist die Normalglelfthimg derselben zu entwickeln. 

Beispiele, a) 3* -(- iy + 2 = 0; 6) 12« -f ty — 26 = 0. 

Bestimmung der Gleichung einer geraden Linie aus 
gegebenen Stücken. 

44. Durch die Punkte (V,,?/,), (*\,yi) werde eine gerade Linie 
gelegt. Welches ist die Gleichung derselben? 

Beispiele, a) % = 4, y x = 5, x % = 7, y B = 11. 

b) x x «= — 3,5, y t = 16, tf a = 5,2, y 2 = ~7. 

c) «i — 0, ^ — 2,1, ^ 1,4, y 2 = 0. 

Welchen Abstand hat jede dieser Geraden vom Koordinaten 

anfangspunkte? 

45. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die auf dem 
positiven Teile der X-Achse eine Strecke von der Länge 7, auf 
dem negativen Teile der Y-Achse eine Strecke von der Länge 2 
abschneidet? 

46. Gegeben seien die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks. 
Welches sind die Gleichungen der Seiten? 

a) x^ = — 1, y t -= — 1, % = — 3, y s = 5, x 3 = 7, y 3 — 11. 

b) x 1 = 8,5, jf, = 2,3, x s = 13, y s = — 4,2, x 3 — — 1,2, # 3 = 2, 

47. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien 
«,=5, y t = — 7, asj ■= 1, y s = 11, a^ = — 4, j/ 8 = 13. Welches 
sind die Gleichungen der Schwerpunktstransversalen? 

48. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Vierecks seien 
%i — '0, »i — 0, sj — 1, & «- 5, je, — 7, y s = 0, « 4 — 4, y 4 * - 9. 
Welches sind die Gleichungen der Seiten und der Diagonalen? 

49. Die Strecke zwischen den beiden Tunkten (x„ y t ) und 
(^üi y%) sei im Verhältnis m zu n geteilt. Welches ist die Gleichung 
der Geraden, welche den Punkt (x s , y a ) mit dem Teilpunkte ver- 
lünilctV 
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Die gerade Linie. 

Beispiel, sc, = 6, y x => 2, s^ = 7, y, = 3, x a = — 5, 

y a = _ 5, m = 2, » = 5, 

50. Gegeben seien die Koordinaten der Eckpunkte eines 
Jede Seite desselben sei im Verhältnis m zu n geteilt. 

Welches sind die Gleichungen der Verbindungslinien der Teilpunkte? 
Beispiel. 

% = 0, y x = 7, x 3 = 5, fc = 11, x s — 4, y a . 8, 

■ii — - li Vi = - 5 , » — 1. » — 2. 

51. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn die drei 
Punkte (sc,, y,), (a: 31 y,), (&,, */ 3 ) in einer Geraden liegen sollen? 

52. Welches ist die Gleichung einer Gerade», die durch den 
Punkt (#!, »/,) geht und mit der .X-Achse den Winkel tp einschliefst ? 

Beispiele, a) ä, = 2, y t = 7, 91 = 60°; 

b) ^ = — 3, y t = 11, <p = 45°; 

c) z, « 13, ^ 4, <p •= 150°. 

53. Es ist die Gleichung einer Geraden zu bestimmen, die 
mit der Abscissenachse den Winkel a = 30° einsehliefst und auf 
dem positiven oder negativen Teile derce-lliisn mne Strecke a <= 7,5 



54. Die Gleichung einer Geraden ist anzugeben, welche mit 
der X-Aehse den Winkel a = 67° einschliefst und auf dem posi- 
tiven oder negativen Teile der Y-Achse eine Strecke a = 0,34 
abschneidet. 

55. Durch den Funkt x x = 5, y x = 4 ist eine Gerade so 
zu legen, dafs das von ihr und den Abschnitten auf den positiven 
Achsenteilen gebildete rechtwinklige Dreieck den Inhalt SOG hat. 
Welches ist die Gleichung der Geraden? 

56. Durch den Punkt at, = — 12, y t — 12 ist eine Gerade 
zu legen, welche die negativen Teile der Koordinatenachsen schneidet 
und zwar so, dafs das von ihr und den Abschnitten begrenzte 
Dreieck den Inhalt G □ hat. 

57. Durch den Punkt (x v y^) ist eine Gerade zu legen, so 
dafs der Abschnitt auf dem positiven oder negativen Teile der 

sieh zu y 1 wie m zu « verhält, 
spiel. x x = 7, & => 2, m = 5, « = 3. 
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58. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die durch den 
Punkt fo, y^) geht und vom Koordinatenanl'angsp unkte den Ab- 
stand p besitzt? 

Beispiele: a) st, = 11, y x = 3, p = 7. 
t>) «1 — - 4, fc = 3, P = 5. 

59. Durch den Punkt (#„ yj soll eine Gerade gelegt werden, 
so dafs der Abschnitt zwischen den Achsen durch den gegebenen 
Punkt im Verhältnis m : n geteilt wird. 

Beispiele, a) a^ = 6, y t — 7, tu = 1, « = 1. 

b) «! = — 4, tft — 3, m = 5, « = 3. 

Der Abstand eines Punktes von einer Geraden. 

60. Welches ist die Liinge des Lotes, welches sich von 
einem Punkte (x u y t ) auf eine gegebene Gerade fällen läM? Die 
Gleichung der Geraden sei 

1) y sin 9 + x cos tp = p, 2) y = Ufa; -f- «. 

Beispiele. 

a) 3# = *, — 5, ^ = 1, fc — 18. 

b) ff + \ x = 1, ^ = 5,6, & = 4,8. 

e) | - | = 1, «, = _ 4, Vl = - 2. 

d) 7« — 6y + 8 = 0, *! ■=■ 10, fr 1,1666 . . . 

e) by + 13a; — 4 = 0, x 1 = 5, y l 12,2. 

61. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind (% y t ), 
0% Pt)i (% Vs)- Wie grafs sind die Höhen desselben? Wie lang 
sind die Lote, die sich vom Koordinatenanfangspunkte auf die 
Seiten fallen lassen? 

Beispiele. 

a) a^ = 3, y l = 5, a^ = 7, y 2 ■=> — 4, a>j = — 11, y 3 = — 13. 

b) ai = — 1, », = 7, afc = 10, y a = — 2, % = 15, y 8 = 17. 

62. Gegeben seien die Gleichungen von zwei parallelen Ge- 
raden y = 9:e — 1 und y = Qx -f- 7. Welchen Abstand haben 
beide von einander? 
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10 Die gerade Linie. 

63. Durch den Punkt (%, y,) ist eine Gerade zu ziehen, 
deren Abstand von dem Punkte (a; s , y 2 ) gleich d ist. Welches 
ist die Gleichung der Geraden? 

Beispiele. __ 

a) x, = 6, ft — 7, Xi = 6, ft 8, d = Vll8; 

b) «, = 3, ft — 12, x, = 7, y, = 2, d = y&8 . 

64. Es soll durch den Punkt (%, */,) eine Gerade gezogen 
werden, so dafs die Lote, welche sieh von den Punkten (x%, jfe) 
und (# 3 , y 9 ) auf dieselbe fällen lassen, einander gleich sind. 

Beispiele. 

a ) Xl = 7, y, = 11, & a = 3, y 2 — 4, ^ = 9, y 3 = 5; 

b) ^ = — 2, & = 5, x 2 = 3, y g = — 7, tf 3 = — 4, y„ = 1. 

65. Der Koordiuatenwinkel sei gleich 60°. Wie lang ist 
das Lot, welches sieh vom Punkte (x u y t ) auf die Gerade 
Lx + Jtfy + N = fällen lafst? 

Die Koordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden. 

66. Welches sind die Koordinaten des Punktes, in dem sich 
die beiden Geraden L t x + M t y + N, = Ü, L t x + M s y + N s — 
schneiden? 

Beispiele. 

a) 3ar — 4</ + 13 = 0, llos-f 7j/ — 104 = 0; 

b) 5a; + y + 1 = 0, y = 17a: + 13; 

^l-l-^is + Ä-- 1 - 

67. Gegeben seien die Koordinaten von vier Punkten. Welches 
sind die Koordinaten des Punktes, in dem die Verbindungslinie 
des ersten und zweiten Punktes die des dritten und vierten durch- 
schneidet? 

Beispiel. 
%-=4 1 y l =5,*j=7,y a =ll,a%-= — l,yj— > — 1, aj 4 — 3,y 4 =5. 

68. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks seien 

L,x + M 1 y + N 1 =0, L 2 x + Mrf + N 2 =*0, L 3 x + M s y+N s =0. 
Welches sind die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks? 
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Beispiele. 

a) 2ts— 5«/ +31=0, lls+Sy — 104 = 0, £ + ^+7 = 0; 

b) 3a; + 5y~- 69 =ß, 5a;— 7;/ — 21=0, 2*+9y+16 = 0. 

69. Gegeben seien die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks 
2 ff + bx — 29 = 0, y — 9m + 43 «=» 0, (/ + 14« — 49 = 0. 

Zu bestimmen sind: 

a) die Gleichungen der Schwerpunkts transversalen, 

b) die Koordinaten dos Schwerpunkts, 

c) die Abstände des Schwerpunkts von den Seiten des Dreiecks. 

70. Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks, wenn die 
Gleichungen derselben 

«/ + 3a; + 4 = 0, 5«/ — 3a; — 34 = 0, 2j/ — 3a; — 1=0 
sind? Wie lang sind ferner die Höhen derselben ? 

71. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn sich die drei 
Geraden, deren (Uoiciumgoi] 

L i _x-\-M l ff-\-N 1 = (i, T. i x+M % ff+N 2 =0 1 L a x-\-M i y-\-N. i =Q 
sind, in einem Punkte schneiden sollen? 

a) Welche Form nimmt die Bedingungsgleichung an, wenn die 
Gleichungen der Geraden 

ff = A^X + &!, y = A t x + 6 g , y = -Ä a a; + 6 3 
lauten? 

72. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks seien (0, 0), 
{x. 2 , 0), (a%, y 3 ). Es ist zu zeigen, dafs sich die Mittellinien des- 
selben in einem Punkte sehneiden. 

73. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn der Durch- 
sc.i'mitt.tpiinkt. zweier Geraden in der Unendlichkeit liegen soll? Die 
Gleichungen der Geraden seien 

a) 9='A 1 x + b 11 ff = A 2 x + b,. 

b) £ + L „ j, ■ + £ „ i. 

74. Gegeben seien die Gleichungen der Seiten eines Parallelo- 
gramm es ; 

ff — 3x + 9 = 0, 3y + 5a; — 18 = 0, 
ff — 3a; — 1 = 0, 3» + 5a; — 2 = 0. 
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Welches sind die Koordiuaten der Eckpunkte? Welches sind die 
Gleichungen der Diagonalen? In welchem Punkte durchschneiden 
üich die Diiigoiiiüen ': 

75. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks seien 

Sy — Üx — 13 = 0, 2y — % — 13 = 0, 

y _|_ ix _ 44 = 0j stf — 3x + 2 = 0. 

Wie lang sind die Seiten? Wie lang die Diagonalen desselben? 

76. Ans den Gleichungen der Seiten eines vollständigen 
Viorti'ii,-; 

3,-5^=0, €>y + bx— 35 = 0, y— 3aj+21 = 0, 4v/ + 9« = ü 
sollen bestimmt werden 

a) die Koordinaten der Eckpunkte, 

b) die Gleichungen der Diagonalen, 

c) die Gleichungen der Verbindungslinien der Halbierungspunkte 
der Diagonalen. 

77. In welchem Verhältnis wird die Verbindungslinie der 
Punkte (x i} y x ) und (x 2 , y 2 ) durch die Gerade Lz~\- My + N= 
geteilt? 

Beispiele. 

a) Xl = 1, y ± = 1, z ä = 11, y 2 = 13; 6k -f by — 30 = 0. 

b) ^ — 3, & = 2, aig — G, y t = — 3; y — 2a: + 14. 

78. Gegeben seien vier Punkte fe, ^), (^, &,), (.&,, j/ s ), 
(jr 4 , y 4 ). Di welchem Verhältnis teilt die Verbindungslinie der 
beiden ersten Punkte die der beiden leinten? 

Beispiel. 
^=3, 2/j=4, » s =5, 3/ a =>l, (tg=2, */ B = — 2, * 4 =10, y 4 =3. 

79. Gegeben seien die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks 
ABC, nämlich (x u y,), (# 2 , y a ), {%, # 3 ). Eine Gerade 
Lx-{-My + N = schneide die Seite AB in C u BC in A t , 
CA in S 1P Welobe Beziehung ergiebt sich zwischen den Seiten- 
abschnitten des Dreiecks? 

80. Eine Gerade, deren Gleichung Lx + My + N = sei, 
schneide die Seiten des Vierecks ABCD und zwar AB in A 1 , 
BC in S lt CD in 0^, 54 in D,. Es soll die Relation ent- 
wickelt werden, welche zwischen den Seiteuabschnitten besteht. 
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81. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks ABC seien 
(#1! 2/i)> '(#2i #2)' (%' 2/3)- ^ on ^em Punkte 0, dessen Koordi- 
naten # 4 , »/ 4 , mögen Gerade nach den Ecken gesogen und so weit 
verlängert sein, bis sie die Dreiecks Seiten resp. deren Verlängerungen 
durchschneiden. Welche Relation ergiebt sich für die Seiten - 
abschnitte ? 

Der Inhalt eines Polygons. 

82. Gegeben seien die Koordinaten der Eckpunkte eines 
Dreiecks: (x lt y,), (a; ä , y s ), (ar 3 , y s ~). Welches ist der Inhalt des- 
selben? Welche geometrische Bedeutung 1 
Lösung von Aufgabe 51 gewonnene Resultat? 



Beit 



ele. 



a) x y = 3, y, — 5, x 2 = 7, * = 11, % = 9, y B = 1. 

b) k, 2, y, = — 1, ^ = 13, 3/ a = 14, £ 3 = 12, z/ s = 0. 

c ) x l = — 3 ' ft = 5 . #»= 11, 3/a = 10 : #3 = 2 ' % = — 7- 

83. Die Koordinaten der Ecken eines Dreieck? sind: 



= 0, ft— (Vä, ^=|, y a = -Jl/3, s 3 =- 



>,,'/ 3 - 



-^ 



Welches ist der Inhalt des Dreiecks? 

84. Aus den Gleichungen der Seiten eines Dreiecks 

Z 1 * + Jf l y+.y i = 0, L a x-\-M a g + N 3 ~0, L a x+M 3 y + N e =~0 
soll der Inhalt desselben bestimmt werden. Welche geometrische 
Bedeutung hat das in der Lösung von Aufgabe 71 gewonnene 
Resultat? 

Beispiele, 
aj y + 3 a; + 4 = 0, by — Sx — 34 = 0, 2y — 3x — 1 = 0. 
b) 9y + 13» — 131,2 = 0, 71y + 31a) — 104,8 = 0, 

97y — 3« — 197,6 = 0. 

85. Auf der Geraden y = §x — 6 sei eine Strecke abge- 
schnitten, deren Endpunkte die Abscissen #, = 4 und $ 2 = 7 
besitzen. Beide Endpunkte mögen mit. dem Punkte ttfe=2, j/ 3 =11 
durch gerade Linien verbunden sein. Welches ist der Inhalt des 
so entstandenen Dreiecks? 



Auf der Geraden - 



- = 1 



eine Strecke 
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14 Die gerade Linie. 

schnitten, deren Endpunkte die Ordinaten p l = — 2, y 2 = 17 
besitzen. Beide Endpunkte mögen mit dem Punkte x 3 "= — 10, 
y 3 = 37 durch gerade Linien verbunden sein. Welches ist der 
Inhalt des von diesen Geraden gebildeten Dreiecks? 

87. Die Punkte, in welchen die Gerade «cos 30° + */ sin 30°=7 
die beiden Koordinatenachsen schneidet, mögen mit dem Punkte 
x t = 11, y 1 = 13 durch gerade Linien verbunden sein. Welches 
ist der Inhalt des so entstandenen Dreiecks? 

88. Drei Punkte der Geraden bx -4- 7tf — 9 = 0, deren 
Abseisaen », = 2, x z = — 5, # 3 = — 17 sind, mögen mit dem 
Punkte as 4 = 5, j/ 4 = 12 durch gerade Linien verbunden sein. 
Wie verhalten sich die Inhalte der so 'entstandenen Dreiecke? 

89. Gegeben seien die Gleichungen der drei Seiten eines 
Dreiecks: 

x — 5#+ 11 =0, 11« + 6y — 1 =0, x-{-y + 4 = 0. 
Welches ist der Inhalt dos Dreiecks, dessen Ecken die Halbierungs- 
punkte der Seiten des gegebenen Dreiecks sind? 

90. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien 
% = 10, y, = 13, x 2 = 2, y t = — 1, x 3 = — 5, y s = 7. 

Man halbiere die erst« Seite, teile die zweite im Verhältnis 1 zu 2, 
die dritte im Verhältnis 2 zu 3 und verbinde die Teilpunkte. 
Welches ist der Inhalt des von den Verbindungslinien gebildeten 
Dreiecks? 

91. In einem Dreieck sei jede Seite in drei gleiche Teile 
zerlegt, und die jeder Ecke zunächst liegenden Teilpunkte seien 
durch gerade Linien verbunden. Welches ist der Inhalt des so 



Beispiel. 

Xl = 0, & = 0, w, = 7, y a = 11, x a = 9, # 3 = 2. 
92. Gegeben seien die Gleichungen der Selten eines Parallelo 
gram ms 

y = A^x -J- 6 1 , y = A 2 x -\- b 2 , y — AyX -f- ö 3 , »/ = jl 2 a; -}- 6* 
Welches ist der Inhalt der Figur? 
Beispiel. 
y = Zx — 9, y = i* — 3, ;* = 3# + 5, y = £3; + 7. 
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93. Die Gleichungen der vier Seiten eines Trapezes sind 
y = m,x -j- «, y = M t x, y = M ± x + n^, y = M t x. 

Welches ist der Flächeninhalt de-s Trapezen? 
Beispiel. 
;, = — -ix + 6, y = \x, y = - %x + 13, y = 3*. 

94. Die Koordinaten der Ecken einus Trapezoides sind 

(*„ &), fo, ft), &■ ft). fe, »0- Wie S rofs ist der Fläehen " 
inhalt desselben? 
Beispiele. 
a)^==0, y, = 0, »b = 0, ft, = 5, % = 11, >/ 3 = 9, 

* 4 =7, # 4 =0. 
h) aj, = — 4, y, — — 3, tf a = 2, y a = 8, x 3 = 7, y 3 = 9, 
»4 = 6, 9t = 3. 

95. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind 

by— %x— 11=0, y-|-4a!— 33=0, 10#-{-a+21=0, 3y— 5^+1=0. 
Man halbiere die Seiten und verbinde die Teilpunkte durch gerade 
Linien. Welches ist der Inhalt des eingeschriebenen 'Vierecks:' 

96. Gegeben sind die Koordinaten der Ecken eines Fünfecks: 
x 1 = — &, ft = — 2, a^= — 1, y a = 4, «8 = 4, y a = 5 
*4 = 6) & = — 2, % = 1 , jfo = — 6. 

Wie grofs ist der Inhalt des Fünfecks? 

97. Jede Seite eines Trapezoids sei in drei gleiche Teile 
zerlegt, und die jeder Ecke zunächst liegenden Teilpunkte durch 
gerade Linien verbunden. Wie grofs ist der Inhalt des so ent- 
standenen Achtecks? 

Beispiel. 
x i=% &=3> *'s=7, &-=5, %=9, &= — 3, x i = — 1, ff t — — 2. 

98. Aus den Koordinaten der w Ecken eines rc-Ecks soll der 
Inhalt desselben berechnet werden. 

Gerade Linien, welche durch einen Punkt gehen. 

99. Es ist die Gleichung einer beliebigen Geraden zu be- 
stimmen, welche durch den Schnittpunkt der beiden Geraden 

L x x + M t y + JV, = und L 3 x + M<,y + jV s = 
geht. 
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100. Welche Werte mufs man h in der Gleichung 
L t x + MiP + Si + * (L 2 x + M 3 y + JV S ) = 

erteilen, damit dieselbe auch den Fimdamentallinien entspricht? 

101. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden 
I^x + M t y + Sr t = 0, Za« + JK" a y + iV s = 

und den Punkt (a^, y x ) ist eine Gerade zu legen. Welches ist die 
Gleichung derselben? 
Beispiele. 

a) bx — 2# + 3 = 0, l$%-\- y — 1=0, «,=0, fc — 0. 

b) 2# + 5i/ — 8 = 0, 3a; — iy — 8 = 0, #, = 1, 9 1 = U. 

c) 17^+21^ + 1=0, lla! + 2j/— 3 = 0, ^ = — 4, «/, = 3. 

102. Durch den Schnittpunkt der Geraden 

5a — 4y + 3 = 0, Ix+Ily— 1=0 
ist eine Gerade zu legen, die auf dem positiven Teile der T- Achse 
eine Strecke gleich 6 abschneidet. Welches ist die Gleichung 
derselben? 

103. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden 

y = Ix — 4, y = — 2% + ß 
soll eine Gerade gezogen werden, welche mit der X-Achse einen 
Winkel von 60° einschliefst. 

104. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden 
2y — 3x — 11 = 0, ly + 6x — 55 = 

ist eine Gerade zu ziehen, deren Abstand vom Koordinatenanfangs- 
punkte gleich 5 ist. 

105. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden 
24^ — 16^+17 = und By — 40# + 179 = 0. 

Durch den Schnittpunkt derselben ist eine Gerade zu legen, so 
dafs das von ihr und den Abschnitten auf den positiven Achsen- 
teilen gebildete Dreieck den Inhalt 28 D hat. 

106. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geradenpaare 
by — 2% — 11 ■= 0, y + ix — 33 = 

und lOy + x + 21 =0, 3y — bx + 1 = 0. 

Welches ist die Gleichung der Geraden, die den Schnittpunkt des 

ersten Paares mit dem des zweiten Paares verbindet? 
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107. Ee ist zu zeigen, dafs die drei Geraden 
Z l x-\-M 1 y+N 1 =0, L 2 x+Mzy-\-N^0 : L 3 x-$-M 3 y-\~N 3 = 
durch einen Punkt gehen, wenn sich drei Konstante, Jc v k. a , k s finden 
lassen, die so beschaffen sind, dafs die Summe 

^(i 1 aj + Äiy+Jr 1 )+^(X s a!+J^y+2Ü+*i(X S fl.+Äi»+Äi) 
für alle möglichen Werte von x und y verschwindet. 

108. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind 

y — 0, y = & x, y - St = ~5-^ (« - %)■ 

Es ist zu zeigen, dafs die drei Mittellinien desselben durch einen 
Punkt gehen. 



Bestimmung des "Winkels, welchen zwei gerade Linien 
einsehliefsen. 

109. Aus den Gleichungen zweier Geraden 

y = A t x + &! und y == Ä^x -j- h 
soll der Winkel bestimmt werden, den beide mit einander ein- 
sehliefsen: l) für rechtwinklige Koordinaten, 2) für schiefwinklige 
Koordinaten (Koordinaten wink el <a). 
Beispiele. 

a) y = 3$ + 6, y == 7x~ 2; 

b) 3x -f- 5y — 1 = 0, IIa- — 2y -f 3 = 0: 

; 4 x 5 '3 2 

d) scos 60° -f-jj sin 60° = 5, x cos 45° -f y sin 45°= 11. 

e) 2y — 7» -[- 1 = 0, # = $# — 3 (Koordinaten wink el 60°). 

110. Welchen Winkel schliefsen die beiden Strahlen ein, 
welche in einem rechtwinkligen Koordinatensystem von den Punkten 
( x n #i)i (%i Hz) nacn - dem Koordinatenanfangspunkte gezogen sind? 

Beispiel. x l = 11, y t = 1, %% «= 7, */ a = 8, 

111. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind 
L 1 x+M 1 y-\~N 1 =0 I L^x-\-M s y + N u ^0, i 3 a;+lf fl y+Jf 3 =0. 
Wie grofs sind die Winkel des Dreiecks? 
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Beispiele. 

a) 8j + ;e+11=0, Zy — 2iE — 1=0, 5# + 4£+6 = 0; 

b) 2# + Ö#— 29 = 0, y — 9^ + 43 = 0, y-\- 14# — 49 = 0. 

112. Gegeben die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks. 
Welche Winkel schliefen die Schwerpunkt stransversalen desselben 
mit einander ein? 

Beispiel. 
x i = 5, y l = — 7, x 2 = 1, y 9 = 11, x s = — 4, # g = 13. 

113. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind 
2?/-3:k+4=0, 3y+%x— 69=0, 2?/— «+11=0, ?>y-{-±x— 11=0, 
Wie grofs sind die Winkel desselben? 

114. Die Koordinaten der Ecken eines Vierecks sind 
x i=% #i=3, #a=7, 2/ a =5, %=9, «/ 3 =— -3, # 4 =— 1, ?/ = — 2. 
Unter welchem Winkel schneiden sich die Verbindungslinien der 
Halbierungspunkte je zweier gegenüberliegender Seiten? 

1 15. Aus den Gleichungen der Seiten eines vollständigen Vier seits 
2/+3tf+4=0, 5*/ — 3^ — 34 = 0, y— x— 4=0, y— Bx— 2 = 
sind die Winkel zu bestimmen, unter welchen die Diagonalen gegen 
einander geneigt sind. 

116. Eine durch den Punkt (x lt j/ L ) gezogene Gerade teile 
den Abstand der beiden Punkte (x 2 , y^) und (x 3 , y 3 ) im Verhältnis 
m zu n. Unter welchem Winkel schneiden sit-li die beiden Geraden? 

Beispiel, 
se, — 10, y t = i, %=»3, </ s = 5, % = 9, ft — 11, » = 2, « = 3. 

Parallele Gerade. 

117. Unter welcher Bedingung laufen die beiden Geraden 
L t x + M L y + JVj = und L a x + Jf s ?/ + W 3 = einander 
parallel? Welche Form hat die Bedingungsgleichung, wenn die 

Gleichungen der Geraden 1 = 1 und — -| = 1 oder 

A & A Sa 

;/ = -i t # + &i un< ^ 3/ = ^s" 5 ~f~ ?, a sind? 

118. Durch deu Punkt se, = 5, #, = 7 ist zu der Geraden, 

deren Gleichung 1- ^- = — 1 ist, eine Parallele zu ziehen. 

Welches ist die Gleichung derselbe» V 
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119. Es ist die Gleichung einer Geraden : 
durch den Punkt (x lt j/,) geht und der Strecke, welche die Punkte 
(x 2 , y 2 ) und (x Sl y t ) verbindet, parallel läuft. 

Beispiel. 
<h = 5, ffi = 3, Ä g = — 2, y s = 7, »s = — 4, # a = — 5. 

120. Zu der Geraden 4a; + 5y + 11 = sollen in der 
Entfernung p = 3 Parallelen gezogen werden. Welches sind die 
Gleichungen derselben? 

121. Gegeben seien drei Gerade: Zj* + M t y + A\ = 0, 
L a x-\-M t y-j-N a = 0, L 3 x + M t y-\-N s = 0. Welchen Wert mufs 
man Je in der Gleichung L^x-j- M t y-\- A^ + fcfija; + J^-f" JV a ) = 
erteilen, wenn die derselben entsprechende Gerade der Geraden 
L 3 x + M s y + JV S = parallel laufen soll? 

122. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die durch 
den Schnittpunkt der Geraden 3x-\-2y — 59 = 0, bx — 7y-\-6 = 
geht und a) der X-Achse, h) der Geraden y -|" 2% — 1=0 
parallel läuft? 

123. Gegeben seien die Gleichungen von zwei parallelen 
Geraden y = üf,« + «,, y •= M x x + M g . Es soll die Gleichung 
einer dritten Geraden gesucht werden, welche durch den Punkt 
(%. Vi) £ ent uncl von den beiden Parallelen so geschnitten wird, 
dafs der Abschnitt zwischen denselben die Länge d hat. 

Beispiel. 
Sjf + 4«— 12=0, 3y + 4^-ö = 0, <*=3, », = — 2, ft = — 7. 

Gerade Linien, welche sich rechtwinklig durchschneiden. 

124. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn sich zwei 
Gerade rechtwinklig durchschneiden sollen? Die Gleichungen der 
beiden Geraden seien a) L 1 x-j-M l y-\-N l =0, L s x-\- M$y-\- 2^=0; 
b) y = jIjü! + ij, y = A,£ ~j- b s . 

125. Von dem Punkte (sc,, &) ist auf die Gerade 
£ic + J/y+ff^O ein Lot zu fällen. Welches ist die Gleichung 



Beispiele. 

a) y = ix— 7, #( = 3, & = 

b) 7j/ + 23a: — 5 ■= 0, x, = 
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12(5. Auf der Geraden 5x — 7«/ -f- 1 = ist in dem Punkte, 
dessen Abscisse gleich 11 ist, ein Lot zu errichten. Welches ist 
die Gleichung desselben? 

127. Es ist die Gleichung einer Geraden zu bestimmen, 
welche die Strecke zwischen u-:, , y t ) und (x. A , y,) unter rechtem Winkel 
im Verhältnis m zu n teilt. 

Beispiel. 
x L = — 3, y, = 7, j% = 5, y s •= — - 4, »» = 4, n = 7. 

128. In welchem Punkte schneidet das Lot, welches vom 
Punkte fo, &) auf die Gerade y = Mx + « gefällt ist, die letztere? 
Welche Stücke schneidet dasselbe auf den Koordinatenachsen ab? 

Beispiel, y = 4 m + 3, % = 5, y, = 9. 

129. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden 2#— 3i/+ 7= 
und hx — iy — 3 = ist ein Lot auf die Gerade y = \x + 2 
zu fällen. Weleb.es ist die Gleichung desselben? 

130. In dem Schnittpunkte der beiden Geraden 2 £+5#+8=0 
und Zx — iy — 7 = ist auf der letzteren ein Lot zu errichten. 
Welches ist die Gleichung desselben? 

131. Von dem Punkte #j = 4, y y = 5 seien Lote auf die 
beiden Geraden y — 2x — 7 =0 und 2y + 'ix — 6 = ge- 
fällt. Welches ist der Inhalt des so entstandenen Vierecks? 

132. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind: 

2y + x — 11 = 0, 2y — dx + 59 = 0, Gy — Ix — 3 = 0. 
Welches sind die Gleichungen der Höhen desselben? 

133. Aus den Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind 
die Gleichungen der Höhen desselben zu entwickeln. 

Beispiel. 
x t = — 1, fc «= — 1, ah 3, y a — 5, x 3 — 7, y t = 11. 

134. Es ist zu zeigen, dafs sich die drei Höhen eines Drei- 
ecks in einem Punkte durchschneiden. Welches ist der Schnitt- 
punkt der Höhen des Dreiecks, von dem die Koordinaten der Ecken 
in der vorhergehenden Aufgabe gegeben sind? 

135. Man verbinde den Punkt x L = 5, y t = 2 mit dem 
Schnittpunkte der Geraden 2y + x — 11 = und 2y~ 9^ + 59=0 
und errichte im Halbierungs punkte dieser Strecke ein Lot. Welches 
ist die Gleichung desselben? 
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136. Gegeben sind die Koordinaten der Eckpunkte eines 
Dreiecke. Welches sind die Gleichungen der Lote, die sich in den 
Halbier ungspunkten der Seiten errichten lassen? 

Beispiel. 
«i — 6. «i — - 7, *, = 1, y, — 11, ic, — - 4, & — 13. 

137. Es ist zu zeigen, dafs sich die in den Halbierungs- 
punkten der Seiten eine*. Un^edv- errichteten Lote in einem Punkt« 
durchseh neiden. 

138. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind 

y 4. x -f. 1 — 0, 6p + 3x + 11 = 0, 2«/ + * + 4 = 0. 
Die Seiten seien halbiert und in den Halbierungspunkten Lote auf 
denselben errichtet. Welches sind die Koordinaten des Schnitt- 
punktes der Lote'? Wie weit ist der Schnittpunkt von jeder Ecke 
des Dreiecks entfernt? 

139. Von dem Punkte (#„ )/,) seien Lote auf die beiden 
Geraden L t x + M,y + JV, = und L%x + M 2 y + N s = ge- 
fällt Wie grofs ist der Winkel, den die beiden Lote mit ein- 
ander einschließen? 

140. Durch den Punkt (je,, #,) ist eine Gerade au ziehen, 
welche mit der Geraden Z L X + M iV + -^i = ° (iel1 Winkel a 
einschliefst. 

Beispiele. 

a) 3y — 2x + 7 = ü, Xj_ = 3, y 1 = 5, -£ « = 45°. 

b) 6* + 11? — 1 = 0, *, = - 2, ih. — 6 . * « = 30 ° 

141. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden 

2x + 5p -f 8 = 0, 3a; — 4y — 7 = 
ist eine gerade Linie zu ziehen, die mit der Geraden i/ = 4£-j-3 
einen Winkel von 60° einschliefst. 

142. Die Koordinaten von zwei Eckpunkten eines Dreiecks 
sind gegeben x 1 -= 3, y y = 5, x s = 7, #„ = — 4. An der ersten 
Ecke liege der Winkel « = 61° 50' 15", an der zweiten der Winkel 
ß = 87° 23' 50". Welches sind die Gleichungen der beiden Seiten, 
die diesen Winkeln gegenüberliegen? 
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Die Halbierungslinie eines Winkels. 

143. Gegeben sind die Gleichungen zweier geraden Linien. 
Es sollen die Gleichungen der Halbierungslinien der Winkel ge- 
funden werden, welche die beiden Geraden mit einander bilden. 
Die Gleichungen der Geraden seien 

1) xcosct, + ^sinaj — p l = 0, %co&a 2 + ij sin« a — p^ = 0. 

2) L,x + Mrf + JV, = 0, L 2 x + M ü p + N a ==■ 0. 
Beispiele. 

a ) ff = | a ._7, y-l^+lT; 

b) 21« + 20i/ + 37 = 0, 30ic — 16# +19=0. 

144. Es ist zu zeigen, dafs die Halbierungslinien der Winkel 
zweier Geraden auf einander senkrecht stehen. 

145. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind 
Gy— Sx — 43 = 0, 6*/ + 12k — 34 = 0, 4j/ + Zx + 13 = 0. 
Es sind die Gleichungen der Halbierungslinien der Innenwinkel 
und der Aul'sejuvltihul. derselben zu bestimmen. 

146. Gegeben sind die Koordinaten der Eckpunkte eines 
Dreiecks: (0, 0), (x a , 0), (x s , t/^j. Welches sind die Gleichungen 
der Halbierungslinien der Dreiecks winbel? 

147. Aus den Gleichungen der Seiten eines Dreiecks 

3k + 1y — 23 = 0, 3# — ly — 65 = 0, x — 7 + "^58 = 
sind zu bestimmen 1) die Koordinaten des Punktes, in dem sich 
die Winkelhalbierenden durchschneiden, 2) der Abstand dieses Punktes 
von den Seiten des Dreiecks. 

148. Ans den Koordinaten der Ecken eines Vierecks 

% = — 3, y x »,*k--l.fc- 6, x a = 10, ij B = 9, 

H = 5, y i = — 4 
sind die Gleichungen der Geraden zu bestimmen, welche die Winkel 
der Diagonalen halbieren. 

149. Die Koordinaten der Ecken eines regulären Sechsecks sind: 

*■-<>, si-», *, — jV», si — j* *i — j V$, j, — - -i, 
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In welchem Punkte schneiden sieh die Halbierungslinien der Winkel 
des Polygons? 

Geometrische Oerter. 

150. Den geometrischen Ort des Punktes zu bestimmen, 
welcher von der gegebenen Geraden Lx -j- My ~j- N = die Ent- 
fernung a hat, 

151. Auf welcher Linie liegen die Halbierungsp unkte aller 
Strahlen, welche sich von dem Punkte (se lt y^ nach der Verbin- 
dungslinie der Punkte (% v ff 2 ) und (x s , p 3 ) ziehen lassen? 

Beispiel. 
Xi = — 4, y x 2, a, = 1, & = 11, x 3 = 5, y s = 3. 

152. Von dem Punkte (jBj, yj seien nach der Geraden 

a-coscü -J- ffsinre — p = 
Strahlen gezogen und jeder derselben im Verhältnis m zu w ge- 
teilt. Welches ist der geometrische Ort des Teilpunktes? 

153. Es ist der geometrische Ort des Punktes zu bestimmen, 
welcher von zwei gegebenen Punkten (x x , ff,) und (x s , y^) gleich 
weit entfernt ist. 

154. Gegeben sind die Gleichungen zweier Gerauen 

y = M^x -\- «, und y = M-.,x -f- -n.,. 
Man soll den geometrischen Ort desjenigen Punktes bestimmen, 
dessen Entfernungen von den gegebenen Geraden um die Strecke 
d verschieden sind. 

155. Welches ist der geometrische Ort desjenigen Punktes, 
für den die Differenz der Quadrate seiner Entfernungen von den 
beiden Punkten (#,, yi) und (fCj, ff s ) den Wert a 2 hat? 

156. Zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels möge 
sich ein Punkt fortbewegen, so dafs die Summe seiner Abstände 
von den beiden Schenkeln gleich einer gegebenen Strecke s ist. 
Welchen Weg verfolgt der Punkt? 

157. Gegeben seien die Gleichungen von n Geraden 

iccosa, + ff sin«! — p t = 0, 
acosttg + ysina 2 — Pt = 0, 

xcosa a -f- # s i n «„ — p % = 0. 
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Es soll der geometrische Ort des Punktes bestimmt werden, für 
welchen die Summe der Entfernungen von den gegebenen Geraden 
gleich der bekannten Strecke s ist. 

158. Die Schenkel eines Winkels entsprechen den Gleichungen 
L t x + M t y + #i = 0, L 2 x -j- M a y + N, = 0. Zwischen den- 
selben bewegt sich ein Punkt fort, dessen Entfernungen im Ver- 
hältnis m zu n stehen. Welche Linie beschreibt der Punkt? 

159. Zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels seien 
Parallelen zu einer gegebenen Geraden gezogen und jede derselben 
im Verhältnis m zu n geteilt. In welcher Linie liegen die Teil- 

160. Die Endpunkte der Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks mögen auf den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems fortgleiten. Welche Linie beschreibt der Scheitel des 
rechten Winkels? 

161. Die rechtwinkligen Koordinaten des Scheitels eines 
rechten Winkels seien x lt y t . Man verbinde die Punkte, in denen 
der eine Schenkel die T-Achse, der andere die .X-Aebse sehneidet. 
Welche Linie beschreibt derjenige Punkt, welcher die Verbindungs- 
linie jener Schnittpunkte im Verhältnis m au n teilt, wenn der 
rechte Winkel um seinen Scheitel gedreht wird? 

162. Vom Koordinatenanfangspunkte sind nach einer Geraden, 
deren Gleichung y = Mx -f- n ist, Strahlen gezogen und aber jedem 
dieser Strahlen ist ein gleichseitiges Dreieck konstruiert Auf 
welcher Linie liegen die Spitzen dieser gleichseitigen Dreiecke? 

163. Über einer gegebenen Strecke a als Basis sind Drei- 
ecke konstruiert, von denen jedes den Umfang s besitzt. In jedem 
derselben ist die Höhe gezeichnet und über die Spitze hinaus ver- 
längert bis zu einem Punkte, der von der Basis um die Länge 
der einen anstof senden Heite entfernt ist. In welcher Linie liegen 
die Endpunkte? 

164. Über der Grundlinie a eines Dreiecks seien Rechtecke 
in dasselbe eingezeichnet. Welches ist der geometrische Ort des 
Schnittpunktes der Diagonalen? 

165. In einem Dreieck sei parallel zur Basis eine Gerade 
i und die Schnittpunkte in den Seiten seien mit den Endpunkten 
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der Basis verbanden. Welche Linie beschreibt der Schnittpunkt 
der Transversalen, wenn die Gerade so verschoben wird, dafs sie 
der Basis parallel bleibt? 

166. In gleichen Abständen von der Basis eines Dreiecks 
seien auf den beiden anderen Seiten Lote errichtet. Welches ist 
der geometrische Ort des Schnittpunktes der Lote? 

167. Gegeben sei ein Winkel a. Von einem Punkte P mögen 
Lote auf die Schenkel desselben gefällt sein. Welches ist der 
geometrische Ort des Punktes P, wenn die Summe der Abschnitte, 
welche von den Loten auf den Schenkeln gebildet werden, gleich 
der gegebenen Strecke s sein soll? 

168. Von einem Parallelogramm seien die Richtungen zweier 
aneinander stofsender Seiton und die Summe aller Seiten gegeben. 
Welches ist der geometrische Ort derjenigen Ecke des Parallelo- 
gramms, welche dem Sidmi 1.1 punkt der Richtnngslinien gegenüberliegt? 

169. Gegeben ist der Winkel AOB. Von einem festen Punkte 
P werden zwei beliebige Strahlen gezogen, welche den Schenkel 
OA in L und M, den Sehenkel OB in B und N durchschneiden 
mögen. Man verbinde B mit M und N mit L und bestimme den 
geometrischen Ort des Schnittpunktes dieser beiden Verbindungs- 
linien. 

Anmerkung. In den Aufgaben 170 — 177 liege das Dreieck 
ABC so, dafs die Seite AB mit der X-Achse eines rechtwink- 
ligen Koordinatensystems und A mit dem Koordinatenanfangsp unkte 
zusammenfällt. Die fünf merkwürdigen Punkte des Dreiecks sind 
der Schwerpunkt, der Höhenpunkt, der Mittelpunkt des umschriebenen 
Kreises, der Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises, der Schnitt- 
punkt der Ecktransversalen, welche nach den Berührungspunkten 
der anbeschriebenen Kreise gezogen sind, 

170. Welche Linien beschreiben die fünf merkwürdigen Punkte 
des Dreiecks ABO, wenn die Winkel konstant, die Längen der 
Seiten veränderlich sind? 

171. Welches ist der geometrische Ort des Mittelpunktes 
des einbeschriebenen Kreises im Dreieck ABC, wenn die Seite a 
und der gegenüberliegende Winkel A konstant, die übrigen Stückt. 
veränderlich sind? 
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172. Welche Linie beschreibt der Höhenpunkt des Dreiecks 
ABC, wenn die Seite b nnd der Winkel B konstant, die übrigen 
Stücke veränderlich sind? 

173. Welche Linien beschreiben der Höhenpunkt, der Mittel- 
punkt' des umdcliiitbenen Krdhes, der Schwerpunkt und der fünfte 
merkwürdige Punkt des Dreiecks ABC, wenn die Seite a und der 
anliegende Winkel B konstant, die übrigen Stücke veränderlich sind? 

174. Die geometrischen Örter der vier ersten merkwürdigen 
Punkte des Dreiecks ABC sind anzugehen, wenn die Seite b und 
der Winkel A konstant, die übrigen Stücke veränderlieh sind. 

175. Welche Linien beschreiben die Mittelpunkte des um- 
schriebenen und des einbesehriebenen Kreises des Dreiecks ABC, 
wenn nur die Seite b und der Winkel C konstante Werte haben? 

176. Die geometrischen Örter der vier ersten merkwürdigen 
Punkte des Dreiecks ABC anzugeben, wenn die Seite c und der 
Winkel A konstant, die übrigen Stücke veränderlich sind. 

177. Welches ist der geometrische Ort des Schwerpunktes, 
wenn die Grundlinie c konstant ist und fest liegt, dagegen die 
gegenüberliegende Spitze C sieh auf der Geraden y = Mx -f- n fort- 
iiewoL't.V 

178. Von einem Dreieck ist ein Winkel a und die Summe 
der ihn einschliefsenden Seiten (s) gegeben. Es soll der geo- 
metrische Ort desjenigen Punktes gesucht werden, der die dritte 
Seite im Verhältnis m zu n teilt. 

Vermischte Aufgaben. 

179. Gegeben ist der Winkel u. Durch den Punkt (x u )/,) 
soll eine Gerade gezogen werden, so dafs das zwischen den Schenkeln 
des Winkels liegende Stück eine Grö'fse « hat. Die Gleichung der 
Geraden ist zu bestimmen. 

180. Zwischen den beiden Geraden, deren Gleichungen 
&y — Sx — 26 = und 6«/ — Ix — 44 = 

sind, ist eine Strecke d = 32,5 so einzutragen, dafs sie der Geraden 
12y + hx — 79 — parallel läuft. Welches wird die Gleichung 
der einzutragenden Strecke sein? 

181. Auf der Geraden iy — 5% + 28 = soll ein Punkt 
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bestimmt werden, der von den beiden Punkten x x = 1, y x = 5, 
und ^ = 7, !/ 2 = — 3 gleich weit entfernt ist. 

182. Auf der Geraden y ■ — ■ x — 5 = sei eine Strecke ab- 
geschnitten, deren Endpunkte die Abscissen x x = 2, # a = 5 be- 
sitzen, auf der Geraden Öy -f- ix — 11=0 eine Strecke, deren 
Endpunkte durch die Abscissen x$ = 4, x i = 9 bestimmt sind. 
Über jeder dieser Strecken sei ein gleichschenkliges Dreieck kon- 
struiert, so dal's die Spitzen zusammenfallen. Welches sind die 
Koordinaten der gemeinschaftlichen Spitze? 

183. Es sind die Koordinaten desjenigen Punktes zu be- 
stimmen, der von den beiden Punkten 

#i — *i Vi = — 3, a^ = 7, y a => — 1 



gleich weit entfernt ist und zugleich von der Geraden — -■[ — 7 = 1 
die Entfernung (2=3 besitzt. 

184. Durch den Punkt (x it y t ) soll eine Gerade gezogen 
werden und zwar so, dafs die Entfernungen des Punktes (x.j, y 2 ) 
und des Punktes (x s , y ü ) von derselben sich wie m zu « verhalten. 

185. Gegeben ist ein Winkel und zwischen den Schenkeln 
desselben ein Punkt P. Durch den Punkt ist eine Gerade au 
legen, so dafs die Strecke zwischen beiden Schenkeln in dem ge- 
gebenen Punkte P halbiert wird. Welches ist die Gleichung der 
Gcvailcn.'' 

186. Durch den Punkt &, = 7, y t = 10 ist eine Gerade zu 
ziehen, die von den aus den Punkten a- s = 1,5, y 2 = 9, #, = 9, 
v/ 3 = 15i| auf sie gefällten Loten begrenzt und im ersten Punkte 
halbiert wird. Welches ist die Gleichung dieser Geraden? 

187. Welches ist die Gleichung einer von dem Punkte (x t , s/ 1 ) 
aus gezogenen Geraden, deren Abstände von den Punkten (% 2 , y a ) 
und (x s , y a ) eine Differenz gleich d haben? 

188. Die Strecke zwischen den beiden Punkten (x u y^) und 
(a^, y^j möge in dem Punkte (x 3 , y a ) stetig geteilt sein. Welche 
Beziehungen finden dann zwischen den Koordinaten der Punkte statt? 

189. Die Strecke zwischen den beiden Punkten (x u y t ) und 
(% 2 , y%) möge in den Punkten (x a , y ä ) und (x t , y t ) harmonisch ge- 
teilt sein. Welche Beziehungen lassen sich dann zwischen den 
Koordinaten der vier harmonischen Punkte aufstellen? 
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190. Es ist zu aeigen, dafs der Höhenpunkt, der Schwer- 
punkt und der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises eines Drei- 
ecks in einer geraden Linie liegen. In welchem Verhältnis teilt 
der Schwerpunkt die Strecke zwischen dem Höhenpunkte und dem 
Mittelpunkte des umschriebenen Kreises'? 

191. Wie kann man nachweisen, dafs in einem Dreieck der 
Mittelpunkt des einhe schrieben en Kreises, der Schwerpunkt und 
der fünfte merkwürdige Punkt in einer Geraden liegen? In welchem 
Verhältnis teilt der Schwerpunkt die Strecke zwischen den beiden 
andern Punkten? 

192. Die Gleichungen der Seiten eines vollständigen Vier- 
scits sind 



y_ 

1 






ist nachzuweisen, dafs die Halbieruugsrmnkto der Diagonalen 
einer geraden Linie liegen, 

193. Auf der Geraden, deren Gleichung y — 2x + 5 = 
ist, soll ein Punkt bestimmt werden, so dafs die von den Punkteu 
as l = 17, y t = 13, x a = 9, # s = 3 nach demselben gezogenen 
Strahlen gleiche Winkel mit der Geraden einschlichen. 

194. Die Grundlinie eines Dreiecks liegt auf einer Geraden, 
deren Gleichung 55f/ -{- 18a; — 256 = ist. Die Endpunkte der- 
selben sind durch ihre Abscissen x y = 2, x 2 = 7,5 bestimmt. Aus 
den Koordinaten des Schwerpunkts x = 5, y = 6 sollen die übrigen 
Stücke des Dreiecks gefunden werden. 

195. Auf der Geraden Iby — Sx — 6 = ist eine Strecke 
abgeschnitten, deren Endpunkte die Abscissen #, = 3, x % = 18 
haben, und über dieser Strecke ein gleichseitiges Dreieck kon- 
struiert. Welches sind die Koordinaten der dritten Ecke des Dreiecks '! 

196. Durch den Punkt x 1 = 5, */ £ = 3 sollen gerade Linien 
gezogen werden, von denen jede mit den beiden sich schneidenden 
Geraden 9# + 40# — 123 = 0, 21* — 20ff — 29 =Oein gleich- 

; Dreieck einschliefst. Welches sind die Gleichungen der 
hten Geraden? 

197. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind ss t = 5, 
y t = 2, « s = 4, y t = — 7, x s = 3, y 3 = 7. Die erste Seite 
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;;e im Verhältnis 4 : 7 geteilt und durch den Teilungs- 
punkfc eine Parallele zur zweiten Seite gezogen werden. Welches 
ist die Gleichung der Parallelen? Welche Winkel schliefst die- 
selbe mit den geschnittenen Seiten ein? 

198. Gegeben ist der Winkel a durch die Richtung seiner 
Sehenkel und der Punkt P. Durch den letzteren ist eine Gerade 
zu ziehen, so dafs der Abschnitt derselben zwischen den beiden 
Schenkeln gleich dem auf einem Schenkel wird. 

199. Die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks sind 
2x— 3y + 16£ = 0, 15^ + 8«/ — 1=0, Ix — 24*/ — 9 =0. 
Es sollen die Koordinaten eines Punktes auf der eisten Seite ge- 
funden werden, der von den beiden anderen Seiten gleich weit 
entfernt ist. 

200. Die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks sind 
V = 0, 3*/ — ix = 0, y + §x — 5 = 0. 

Zu der ersten ist eine Parallele zu ziehen, so dafs diese letztere 
gleich dem unteren Abschnitte der zweiten Seite ist. 

201. Die Koordinaten der Fufspunkte der Höhen eines Drei- 
ecks sind 

#, = 5, */, = 3, x 2 = 7^r, y 2 = 3^,-, x z = 3{-5, % = 44f 
Welches sind die Gleichungen der Höhen? Welches die Gleichungen 
der Seiten des Dreiecks? 

202. Von dem Dreieck ABC falle die Seite AB mit der 
X-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, der Punkt A mit 
dem Koordinatenanfangsp unkte zusammen. Man ziehe den Radius 
des umschriebenen Kreises durch A und verbinde die Eispunkte 
der Höhen auf AG und AB. Unter welchem Winkel schneiden 
sich diese beiden Linien? 

203. Gegeben sind die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks. 
Es sollen die Gleichungen der Seiten eines Sechsecks gefunden 
werden, welches von den in den Eckpunkten auf den Seiten er- 
richteten Loten gebildet wird. 

204. Die Gleichungen der Seiten eines Rhombus sind 

3«/ — 8z -)- 9 = 0, 3j/ + 8x — 87 = 0, 3?/ — 8tf + 57 = 0, 
3y + 8at— 39 = 0. 
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Es sollen die "Koordinaten desjenigen Punk tc ü, der gleich weit von den 
Seiten desselben entfernt ist, und der Abstand selbst gefunden werden. 

205. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind 

by — 2x — 11 = 0, y + ix — 33 = 0, lOy + x + 21 = 0, 

3# — bx + 1 = 0. 
Man verbinde die Halbieniuü'tpvinkte der Seiten und halbiere die 
Winkel des so entstandenen Vierecks. Welches sind die Gleichungen 
der Halbierungslinien? 

Gleichungen höheren Grades, welchen Systeme von 
geraden Linien entsprechen. 

206. Wie läfst sich nachweisen, dafs der homogenen Gleichung 
rc-ten Grades zwischen x und y 

x n — ax*- l y + hx"- 2 y 2 — + pxy"- 1 + qy n = 

w gerade Linien entsprechen, welche durch den Koordinatenanfangs- 
punkt gehen? 

207. Wie liegen die geraden Linien, welche der Gleichung 

y 2 — ayx -f- ose 8 = 
entsprechen? 

208. Welche geraden Linien werden durch die Gleichung 
$ — ^2 _ ,-, dargestellt? 

209. Es sollen die geraden Linien gefunden werden, deren 
Gleichung y 2 -j- bxy — 14x s = ist. 

210. Welche geraden Linien entsprechen der Gleichung 

y 2 — 2yx + Sx s = 0? 

211. Welches ist die geometrische Bedeutung der Gleichung 

2y 3 — Uy s 3s + 4yx s + bx* = 0? 

212. In welchen Punkten wird die Gerade Sx-\-4y — 5 = 
von den Geraden geschnitten, welche der Gleichung 

3f — 22fx + 5yx* + lix' 1 = 
entsprechen? 

213. Durch den Punkt «, = 7, y 1 = — 9 sollen Parallelen 
ku den Geraden gezogen werden, welche der Gleichung 

15« s + 4Qxy — 22y 2 =0 
i;ti[.sjtret]ieii. Welches sind die Gleichungen derselben? 
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214. Von dem Funkte x 1 = 3, y l = 4 sollen auf die Geraden, 
welche die Gleichung 6^ — 17xy -\- 5x 2 = darstellt, Lote ge- 
fällt werden. Wie lang sind dieselben? Wie grofs ist der Inhalt 
des Vierecks, welches von den gegebenen Geraden und den Loten 
eingeschlossen wird? 

215. Welches ist die Tangente des Winkels, den die Geraden, 
welche der Gleichung Li/ + Mxy -j- Nx 2 = entsprechen, ein- 
schliefsen? Welche Kelation besteht zwischen den Konstanten der 
Gleichuog, wenn die beiden Geraden auf einander lotrecht stehen? 

216. Durch die Gleichung 3y' -f- 18 xy — 10# s = werden 
zwei Gerade dargestellt. Wie grofs ist der Winkel, den beide 
einschließen ? 

217. Bestimme den Winkel, unter dem sich die Geraden 
schneiden, welche der Gleichung 4y 2 — 15xy — ix 2 = entsprechen. 

218. Gegeben ist die Gleichung zweier Geraden 

Ly* + Mxy + Na? = 0. 
Es sollen die Gleichungen derjenigen beiden Geraden bestimmt 
werden, welche die Winkel der gegebenen Geraden halbieren. 

219. Gegeben ist die Gleichung 3y 2 -+- 18 «ff — 10k 3 == 0, 
der zwei gerade Linien entsprechen. Welches sind die Gleichungen 
der Winkelhalbierenden? 

220. Gegeben ist die Gleichung y 2 — 2yx + Zx" = 0. Es 
sollen die Gleichungen derjenigen Geraden bestimmt werden, welche 
die Winkel der beiden Geraden, die der gegebenen Gleichung ent- 
sprechen, halbieren. 

221. Die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks liege im 
K o ortl in itton anfangs punkte, seine Schenkel mögen der Gleichung 

10 f — 41xy -f 21k 5 = 
entsprechen. Welche Richtung kann die Grundlinie desselben haben? 

222. Welcher Bedingimg müssen die Konstanten der Gleichung 
Ay 2 + Sxy + Ca? + I)y + Ex + F = 

genügen, wenn derselben zwei gerade Linien entsprechen sollen? 

223. Entsprechen der Gleichung 

2y 2 — xy— 15a 2 — 13y — 27a; + 6 = 
zwei gerade Linien? Welches sind die Gleichungen derselben V 
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224. Entsprechen der Gleichung 
28ar< + xy — 2y 2 - IIa - y + 1 = 

zwei gerade Linien? Welches sind die Gleichungen c 

225. Welchen Wert mufs mau der imbekannten Konstanten 
B in der "Relation 

y 2 + Bxy + 2a a + y -f x — 6 — 

erteilen, damit dieser Gleichung zwei gerade Linien entsprechen? 

226. Wie viel Beding uiigsglelehungen müssen die Konstanten 
der Gleichung dritten Grades 

Ay R + By 2 x + Cyx* + Dx* + Ey 2 + Fxy + Gx 2 + ff# 

+ Kx + 1 = 

Genüge leisten, wenn dieselbe drei gerade Linien repräsentieren soll? 

227. Werden durch die Gleichung 

8p 3 ~ 18y 2 x -$- 7yx 2 -+-3x A +10y 2 — 8yx — 7x 2 +y + !>x — 1=0 
gerade Linien dargestellt? Welches sind die Gleichungen derselben? 

228. Wie viel Bedingungsgleichungen müssen die Konstanten 
der Gleichung 

f _|_ Al f x _|_ B y 2 x 2 + Cyx 3 + Dx i + Fy 3 + Gy a 3 + Hyx 2 

+ Ufa 3 -f />/ + Myx + Wa; 2 + Py + #£ + B = 

genügen, wenn dieselbe vier parallele Gerade repräsentieren soll? 

Das Strahlenbüschel. (Abgekürzte Bezeichnung.) 

229. Welches ist die geometrische Bedeutung der Griifse k 
in der Gleichung 

x cos ipi+y sin 9^ — p l — k(x cos <p 2 + y sin q> 2 — p t ) = 0? 

230. Welches ist die geometrische Bedeutung der GroTse k 
in der Gleichung 

L x x + M,y + N t — J:{L a x + Jf^ + N t ) = 0? 
Anmerkung. In den folgenden Aufgaben ist die Gleichung 
x cos <p„ -+- y sin <p n — p„ = kurz durch F„ = bezeichnet. Er- 
teilt man k in der Gleichung Y l — 7; F ä = alle möglichen posi- 
tiven und negativen reellen Werte, so entspricht der Gleichung 
ein Strahlenbüschol, d. i. ein System von Geraden, welche alle 
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durch den Schnittpunkt der Fundamentalgeraden V i = 0, F a = 
gehen. Die Gröfse h wird der Parameter des Büschels genannt. 

231. Gegeben sind die beiden Geraden Y 1 = 0, F ä = 0, 
welche den Winkel a ein schlief sen. Im Schnittpunkte ist auf 
jeder dieser beiden Geraden ein Lot errichtet. Welches sind die 
Gleichungen der Lote? 

232. Die Gleichungen zweier Geraden sind F, = 0, Y 2 = 0. 
In welcher Beziehung stehen die beiden Geraden Y 1 — k F ä = 
und F t -)- k Y 2 = zu den Fundamentallinien ? 

233. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden Y t = 0, 
F 2 = 0. Was läfst sieh über die Lage der beiden Geraden be- 
stimmen, deren Gleichungen F t — &F 2 = und k V t — F 2 = sind? 

234. Y l = 0, F a = 0, F 3 = sind die Gleichungen der 
Seiten eines Dreiecks, a u a 2 , a 3 die Winkel desselben. Welches 
sind die Gleichungen der Transversalen, welche die Eckpunkte mit 
den Halbier ungspunkten der Gegenseiten verbinden? Wie läfst sich 
nachweisen, dafs diese Transversalen durch einen Funkt gehen? 

235. Aus den Gleichungen der Seiten eines Dreiecks Y l = 0, 
Y 3 = 0, F 3 = und den Winkeln a lt a 2 , « s sind die Gleichungen 
der Höhen zu ermitteln. Ferner ist zu zeigen, dafs die Höhen sich 
in einem Punkte soli'iciib.-n. 

236. In einem Dreieck, dessen Seiten den Gleichungen V L = 0, 
F a = 0, F s = entsprechen, sind die Innenwinkel und die Aufsen- 
winkel halbiert. Welches sind die Gleichungen der Halbierungslinien? 
Was läfst sich über die gegenseitige Lage dieser Halbierungs- 
linien bestimmen? 

237. Von den Ecken eines Dreiecks, dessen Seiten den Gleichun- 
gen Fj = 0, V a =0, F 3 = entsprechen, sind Transversalen nach 
den Berührungspunkten der anbeKcliriebenen Kreise gezogen. Welches 
sind die Gleichungen dersolben? Wie läfst sich nachweisen, dafs 
sich dieselben in einem Punkte schneiden? 

238. Es ist zu zeigen, dafs die Eck transversalen eines Drei- 
ecks nach den Berührungspunkten des einbeschriebenen Kreises 
gezogen, sich in einem Punkte schneiden. Die Gleichungen der 
Seiten des Dreiecks sind Y x = 0, Y 2 = 0, F 3 = 0. 

239. Gegeben ist die Gleichung eines Strahlenbüsehels 
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Y i -+- Je T s = 0. In dem Büschel mögen die beiden Strahlen, 
deren Gleichungen F 1 +fc 1 7' 3 = 0, V l + 7% F a = sind, als 
Fundamentalstrahlen betrachtet werden. Welcher Wert ist dann dem 
Parameter h in der Gleichung F t -f *, V 2 + h(Y x + ^T 2 ) = 
zu erteilen, damit dieselbe gleichbedeutend sei mit der Gleichung 
eines bestimmten Strahles F I + r7 - B = 0? 

240. Gegeben ein Strahlenbüschel, dessen Gleichung 
5x — 7p -f 3 + k(2x + 3# — l) = 
ist. Die beiden Geraden Ix — 4#-|~2 = 0, 19z + 14# ™ 4 = 
mögen als Fundamental strahlen desselben angesehen werden. Wie 
entwickelt man dann mit Hilfe derselben die Gleichung der Geraden 
3x— lOj* + 4 = 0? 

Das Doppelverhältnis von vier Strahlen. 

Erklärung. Die allgemeine Gleichung einer Geraden werde 
kurz durch /,„ = bezeichnet. Sind 



die Gleichungen von 4 Strahlen eines Büschels und werden die 
Strahlen, welche je zwei unter einander stellenden Gleichungen ent- 

sprechen, als zugeordnete betrachtet, so wird der Quotient — das 

Doppelverhältnis der vier Strahlen genannt. 

241. Gegeben sind drei Strahlen eines Büschels £j = 0, 
£ ä =0, L t + IsL^ = 0. Welches mufs die Gleichung eines 
vierten Strahles sein, der dem dritten zugeordnet ist, wenn der 
Wert des Doppelverhältnisses gleich f sein soll? 

Beispiel. 7,, = 11« — 2y + 7 = 0, 
7 k = 3k + f>y — 6 = 0, 
L, -f- fc, £, = 2x — 17?/ + 25 «== 0. 

242. Von einem Strableubüschel sind vier Gerade gegeben 

L x + \L t = 0, L t + Ä,£ E = 0, 

X, + k 2 L 2 = 0, ^ + ftaX a — 0. 

Welchen Wert hat das Doppel Verhältnis dieser vier Strahlen'? 
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Zugeordnet sind die Strahlen, welche je zwei unter einander stehen- 
den Gleichungen entsprechen. 

243. Die Gleichung eines Strahlen büschels ist 
bx — ly + 3 -f- k{%x -f- 3y — 1) — 0. 

Welchen Wert hat das Doppelverhältnis von vier Strahlen dieses 

Büschels, deren Gleichungen 

filz + 2# = 0, 11 x — ly -\- 2 = 0, 

\x — 13«/+ 5 = 0. [lbx 4- 8y — 2 =0 

244. Es ist zu zeigen, dafs der Wert des Doppelverhältnisses 
(&ik 2 ; h^) unverändert bleibt, wenn man bei gleich bleibender 
cyklischen Folge mit dem dritten Gliede beginnt, oder bei umge- 
kehrter cyklischen Folge das zweite oder vierte Glied an die Spitze 
stellt. Welcher Satz folgt daraus für die Strahlen des Büschels? 

245. Welchen Wert nimmt das Doppel Verhältnis von vier 
Strahlen (kjh 2 ; \h % ) an, wenu man die Strahlen eines einzigen 
Paares mit einander vertauscht? 

246. Welchen Wert nimmt das Doppel Verhältnis von vier 
Strahlen (fc,& a ; A 1 ft 2 ) an, wenn man den ersten Strahl des einen 
Paares mit dem zweiten des andern Paares vertauscht? 

247. Der Wert des Doppelverhältnisses von 4 Strahlen 
(ft,^; h^li^j ist gleich f. Welchen Wert nimmt dasselbe an, wenn 
die ersten Strahlen der beiden Paare, oder wenn die zweiten 
Strahlen beider Paare mit einander vertauscht werden? 

248. Permutiert man die Glieder des Symbols (ft,S^; h^), 
so ergeben sieh 24 verschiedene Formen. Wie viele verschiedene 
Werte können indessen die Doppel Verhältnisse von 4 Strahlen nur 



Harmonische Strahlenbüschel. 

Erklärung. Hat das Doppel Verhältnis von vier durch einen 
Punkt gehenden Geraden den Wert — 1, so wird das Büschel ein 
harmonisches genannt. 

249. Es ist zn zeigen, dafs die Schenkel eines Winkels 
F( = 0, V s = mit der Halbierungslinie desselben und der dea 
Nebenwinkels ein harmonische? Sl.ni.hlenbäischel bilden. 
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250. Wie läfst sich nachweisen, dafs die Halbierungslinie 
eines Dreiecks winkeis im Mittelpunkte des einbeschriebenen Kreises 
und im Mittelpunkte des der Gegenseite anheschri ebenen Kreises 
harmonisch geteilt wird? 

251. Welche Bodingungsgleichung mufs erfüllt sein, wenn 
die vier Strahlen 

(/,, + \Lt = 0, (£, + \L t = 0, 

U, + A^i 2 = 0, U, + ÄjZj = 

ein harnionisches Büschel bilden sollen? 

252. Wie gestaltet sich das Büschel in der vorhergehenden 
Aufgabe, wenn ftj = fc, gesetzt wird? 

253. Gegeben sind zwei Geradenpaare 

(3t/ + 4» — 25 = 0, f 7y — 2a; — 47 =0, 

(27/— Zx — 11=0, 1—«/+ 10a ~ 3=0. 

Es soll untersucht werden, ob dieselben ein harmonisches Strahlen- 

büsehel bilden? 

254. Ea sind die Gleichungen von drei Geraden gegeben, 
die sich in einem Punkte schneiden, nämlich 

h x — kL 2 ==■ 0, £, +.ÄXa = 0, L t — hl^ = 0. 
Welches ist die der letzten Geraden konjugierte Harmonikale ? 

255. Die Gleichungen von drei Geraden, welche durch einen 
Punkt gehen, sind 

£, -f- ftjZg = 0, X, + \L t = 0, £, + ft e X 2 = 0. 
Es ist die Gleichung einer Geraden zu bestimmen, welche mit 
iliesen gegebenen Geraden ein harmonisches Büschel bildet. 

25G. Welche geraden Linien bilden mit den drei Geraden 
2a; + hy — 8 = 0, 5a; + y — Iff = 0, Sx — Ay - 8 = 0, 
die durch einen Punkt geben, je ein haniionis-ühei Stra'ilciibüächc] ? 
257. Die Gleichungen der Fundamentallinien eines Büschels 
'sind 2x -f 3# — 5 = 0, 7x — 2y + 1 = 0. Drei Strahlen, 
welche zu diesem Büschel gehören, entsprechen den Gleichungen 
— 33x+ 13«/ — 10 = 0, 23* — 3» —2 = 0, 9a: + y — 4 = 0. 
Welches sind die Gleichungen der Geraden, die mit diesen ge- 
gebenen Strahlen Inirnionisclip Täiiseliel bilden? 
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258. In einem Dreieck, dessen Seiten den Gleichungen 
Fi = 0, V 2 = 0, V s = entsprechen, sind die Seh werpu.uk ts- 
transversalen konstruiert. Es ist zu jeder derselben die zu- 
geordnete Harmonikaie zu bestimmen, wenn die beiden Seiten, 
durch deren Schnittpunkt sie geht, als konjugierte Strahlen be- 
trachtet werden. Ferner sollen die Gleichungen der Geraden ge- 
funden werden, welche mit den drei Schwerpunkts transversalen 
harmonische Strahl enbilschel bilden, 

269. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind T 1 = 0, 
y =0, V 3 = 0. Welches sind die Gleichungen der geraden 
Linien, welche mit den Höhen des Dreiecks harmonische Strahlen- 
büsehel bilden? 

260. Von den Ecken eines Dreiecks, dessen Seiten den 
Gleichungen V x = 0, V 2 = 0, F 3 = entsprechen, sind Trans- 
versalen nach den Berührungspunkten der anbeschri ebenen Kreise 
gezogen. Welche geraden Linien bilden mit diesen drei Trans- 
versalen harmonische Strahlenliiiscliel? 

261. Gegeben ist ein Strahlenpaar, welches den Gleichungen 

i i + k L L s = 0, i, + Äfc-tg = 
entspricht. Wie viele Strahlenpaare lassen sich konstruieren, von 
denen jedes mit dem gegebenen ein harmonisches Strahlenbüschel 
bildet? 

262. Zwei Strahlenpaare sind durch ihre Gleichungen 

fi, + hyLi = 0, p! + r x Li = 0, 

ji, + itgXa — 0, 1-L, + r s L 2 = 

gegeben. Es soll ein Strahlenpaar gefunden werden, welches mit 

jedem der gegebeneu Strahlenpaare ein harmonisches Büschel bildet, 

263. Welches sind die Gleichungen des Strahlenpaares, das 

mit jedem der beiden Strahlenpaare 

|2« — x— 11 = 0, , f2p + 3z- 23 = 0, 

! und { 

| 2y — Zx — 6 — 0, |jr + * — 10 = 0, 

ein harmonisches Strahlenbüschel bildet? 

264. Es sollen die Gleichungen desjenigen Strahlenpaares 
bestimmt werden, welches mit jedem der beiden Strahlenpaare 
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|2«/ + 3* — h = 0, f— 12 y + 25« — 11 =0, 

\ und j 

(7J/— 11* + 8 = 0, Uly — b'lx+ 10 = 

ein harmonischem Strahlenbüschel bildet. 

Involutorische Strahlenbüsehel. 
Erklärung. Drei Strahlen paare, welche durch einen Punkt 
gehen, bilden ein involutorisches Büschel, wenn sieh ein viertes 
Sü-alilenjia-ar bestimmen läfst, welches jedem der gegebenen har- 
monisch ist. 

265. Gegeben sind drei Strahlenpaare 

( L t + \L t = 0, (Z, + ft,£ s = 0, (X, + \L S = 0, 

\i, + 7i a i a = 0, lZ, + \L 2 = 0, (^ + A 6 i 8 — Ü. 

Welcher Bedingungsgleichung müssen die Parameter Äj, \, Ji s . . , , 

genügen, wenn diese Strahlenpaare sich in Involution befinden 

iOÜCJlV 

266. Zu dem Strahlenbüschel 

5« — Sy + 2 -f Ä(a + 2j — 1) = 
gehören die drei Strahlenpaare 

|8*+3y— 1=0, JlOtf+7;/ — 3 = 0, f6* — i/+l<=.0, 
(ix — 6y+3=0, |7#+2/=0, (8,5*+4y— 1,5=0. 

Es ist nachzuweisen, dafs diese Strahlenpaare ein involuto- 
lisches Büschel bilden. 

267. Drei Strahlenpaare, deren Gleichungen 

(In = 0, iL, + f t L, = 0, (^ + r,L 2 = 0, 
li s = 0, (Z,+/jZ s = 0, ii 1 +r a i a = 

sind, bilden eine Involution. Welcher Relation müssen dann die 

Parameter genügen? 

268. Gegeben sind die Gleichungen von 3 Strahlenpaaren, 
welche durch einen Punkt gehen, 

|5a;+y— 11=0, (14*— 5g— 8 =0, \Ylx~ly—l =-0, 
\äx— 2»/+ 1 = 0, J29* — löy— 3=0, [23*— 11s/ — 5 = 0. 
Bilden diese ein involutorisch.es Strahlenbüsehel? 

269. Eine Involution ist bestimmt durch die Gleichung 

\h 2 — i(k t + Afc) + 7 = 0, 
worin k L und 7i- 2 Parameter zugeordneter Strahlen sind. 
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Es sollen die Gleichungen von drei involu torischen Strahlenpaaren 
entwickelt werden, wenn die Gleichung des Büschels 
»*— 4y + 3 + ft( 5a! +«/ — 1) = 
ist. Es sei Äj — 5, V = 3, V = — 2. 

270. Es ist nachzuweisen, dafs in einem involutori sehen 
Strahlenbüschel einem Strahl nur ein bestimmter zweiter Strahl 
und umgekehrt dem letzteren Strahl nur der erste entspricht. 

271. Von einem involntorisehen Strahlenbüschel sind zwei 
Strahlenpaare 

f£, 4- \L % = 0, \L, + ftiij, — 0, 

[Lj + £ s Z a = 0, lXi + Äai s = o 

und ein einzelner Strahl i, + r, £ a = gegeben. Welches ist 

die Gleichung desjenigen Strahles, der dem letzten Strahl entspricht? 

272. Zwei Strahlenpaare eines involntorisehen Büschels be- 
sitzen die Gleichungen 

illx — 2y + 7 = 0, J21a; + 10,5?/+ 14,5 = 0, 
[ix + $y +3 =0, (27^4- 18)/ + 19 = 0. 
Welcher Strahl des Büschels entspricht dann der Geraden 
19a; + 8«/ + 13 = 0? 

273. Von einem involutorischen Strahlenbüschel sind drei 
Strahlenpaare gegeben, nämlich 

|5;e + j/— 11=0, 114*— 5y— 8 =0, (17x—7y — 7 =0, 
[Ss— 2j+l=0, 129 a;— 15«/ — 3 = 0, 123a; — lly — 5—0. 

Welches sind die Gleichungen derjenigen beiden Strahlen, die mit 

jedem der gegebenen Paare ein harmonisches Büschel bilden? 
Erklärung. Fallen in einem involutorischen Strahlenbüsehel 

zwei entsprechende Stnihlun zusammen, so bilden dieselben einen 

Doppelstrahl der Involution. 

274. Wie viele Doppelstrahlen können in einem involutori- 
schen Strahlenbüschel vorkommen? Welche Lage haben diese 
Doppelstrahlen zu denjenigen beiden Strahlen , die mit jedem 
Strahlenpaare der Involution ein harmonisches Büschel bilden? 

275. Von einem involutorischen Strahlenbüschel sind die 
beiden Strahlenpaare 
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[£, + fcj£ s = 0, \L i + J^Z, = 0, 

(i, + fcgXs = 0, lij + ^iä = 
gegeben. Wie bestimmt man die Parameter der Doppel strahlen 
der Involution'? 

276. Von dem Strahlenbüschel 

5x — 3>j + 2 + h(x + 2ff — 1) = 
sind zwei Strahlenpaare einer Involution gegeben, nämlich 
[8a: + 3y — 1 = 0, [10« + 1y — 3 = 0, 
[4*- 5*/ + 3= 0, (7^ + ^ = 0. 
Welches sind die Gleichungen der Doppels trahlen der Involution V 

277. Von einem in. volu torischen Strahlenbüschel sind die 
beiden Strahlenpaare 

[IIa; — 2# + 7 = 0, f 19« + 8y +13 =0, 
\&% -\- 5y -\- 3 =0, 131*+ 23# + 22 =0 

gegeben. Welches sind die Gleichungen der Doppel strahlen der 

Involution? 

278. Es ist nachzuweisen, dal's eine Involution auch durch 
die beiden Doppel strahlen bestimmt sein kann. Welche Relation 
besteht in diesem Falle zwischen den Parametern entsprechender 
Strahlen? 

279. Die beiden Geraden 

llai+2y = 0, 13^ + 5^—1=0, 
welche dem Büschel 

5i — 7ff _[_ 3 4. k (2x + 3y - 1) = 
angehören, mögen als Doppelstrahlen eines mvolutori sehen Büschels 
angesehen werden. Welcher Strahl entspricht der geraden Linie, 
deren Gleichung 7x — A.y + 2 = ist? 

280. Die beiden 'UoppelaU'ahlen eines involutorischen Strahlen- 
büschels mögen auf einander lotrecht stehen. Welche Lage haben 
in diesem Falle je zwei entsprechende Strahlen? 

281. Welche Eelation besteht zwischen den Parametern cut- 
spreebender Strahlen einer Involution, wenn die beiden Doppel- 
strahlen zusammenfallen? 

282. Von einem involutorischen Strahlenbüschel sind die 
beiden Strahlenpaare 
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Die gerade Linie. 41 

<2 P -x— 11 =0, I2y + 3a; — 23 = 0, 

i 2y — 3x — 5 = 0, \y -j- x — 10 =0 
gegeben. Es sollen die Gleichungen der beiden sich eni-pveth fin- 
den Strahlen des Büschels gefunden werden, welche auf einander 
lotrecht stehen. 

283. Zwei involutorische Strahl enbüschcl mögen den Mittel- 
punkt geraein haben. Von dem einen seien die beiden Strahlen- 
paare 

\L ± 4- ft,i 2 = 0, JX, + h,L t = 0, 

von dem zweiten 

(i t + r,i 2 = 0, f£, + r B £ a = 0, 

IZj + r a L a = 0, IXj + r 4 £ a = 

gegeben. Ej sollen die Gleichungen eines Slr;!.uIen[iiuirLj6 gefunden 

werden, welches sowohl mit den beiden ersten Paaren als auch 

mit den beiden letzten in Involution steht. 

Homogene Koordinaten. 

284. Gegeben sind die Gleichungen von drei Geraden, die 
nicht durch einen Punkt gehen, 



#i = x cos a 


+»■ 


m a t 


—ll 


x 2 = x cos a 


+ !l> 


■ ■l 


— Pl 


X 3 ^X COS tt 8 


+ 'J' 


11 K ;[ 


— i>J 



= 0. 

Es soll die Gleichung der Geraden x cos q? -\- y sin 91 — 8 «= in 
der Form 

A x x x + A^ + A a x s = 
dargestellt werden. Welches sind die Werte der Koefflcienten 
Ä u Ä 2 , A s ? 

285. Welche geometrische liedeutung haben die Konstanten 
«j, «2' fl s ' n ^ er Gleichung der geraden Linie 

286. Die Gleichungen der drei Fnndamentallinien sind 

^ = 5» — 2y+ 1 =0, 
Z, = 2;r ~ 9 — 3 = 0, 
i x = x + y + 1 = 0. 
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42 Die gerade Linie. 

Welches ist die Gleichung der Geraden x -\- 2y — 4 = in ho- 
mogenen Koordinaten? 

287. Die Gleichungen der drei Fundamen tallinien sind 
x t = 0, X s = 0, % = 0. Von dem Punkte P werden auf die- 
selben drei Lote #/, %', x s ' gefällt. Welche Relation läfst sich 
für dieselben aufstellen? 

288. Welche Bedeutung- haben die homogenen Gleichungen 

und itjSinßj -f- sc, sin «j + a; s Bin« 3 = 0, 

wenn l lt l t , 1 3 die Lungen der leiten und «,, « ä , a 3 die Winkel 

des Fundamentaldreiecks sind? 

289. Gegeben ist die Gleichung einer Geraden 

a s x 1 -f- a^x 2 -\- «8*b ~ *-*■ 
Wie lassen sieh die Schnittpunkte derselben mit den Seiten des 
Fundamentaldreiecks bestimmen ? 

290. Die Lage des Durchschnittspunktes der beiden Geraden 

°i x i "f~ a a x s H~ H 3^3 ~ 0, 
ci/äj + a/afc + « 3 X = 
ist zu finden. 

291. Die Lage der beiden Punkte A und JB ist durch die 
Koordinaten 

x,', x 2 ', x a ' und x 1 ', 3S%' } x 3 " 

bestimmt. Welches ist die Gleichung der Geraden, die durch diese 
beiden Punkte hindurchgeht? 

292. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die durch 
den Schnittpunkt der beiden Geraden 

a i x i "f" a 2 x i ~f~ a i x 3 ~ 0, 
a,'x 1 + Oa'iCj + « 3 'x> = 
geht? 

293. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn die drei 
Geraden 

«1 #1 + «2 «2 + w » #3 = 0, 
ö l' *1 ~T" °1 fy + a s' ^3 ™ ^1 

durch einen Punkt gehen sollen? 
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Die gerade Linie. 43 

294. Welches sind die Gleichungen der Ecktransversalen 
des Fundamentaldreiecks, die durch den Punkt A gehen, wenn 
die Koordinaten von A a:,', x 2 , x~ sind? 

295. Die Gleichungen der Seiten des Fundamentaldreiecks 
sind äj = 0, <V% = 0, x 3 = 0. Man verbinde die Punkte, in denen 
die beiden ersten Seiten von der Geraden «jie, -f- a. 2 x 2 -f- a B # 3 = 
geschnitten werden, mit den beiden Eckpunkten auf der dritten 
Seite. Welches sind die Gleichungen der Verbindungslinien? Durch 
welche Relationen ist die Lage des Schnittpunktes derselben be- 
•lihniil.V 

296. Die Geraden x i = 0, x% = 0, a^x^ + % a^ = 0, 
a l 'x 1 + "3' #3 = bilden ein vollständiges Vierseit. Welches sind 
die Gleichungen der Diagonalen? In welchen Punkten sehneiden 
sich dieselben? 

297. Verbindet man den Punkt A in der Fläche des Fmida- 
rnentaldreiecke, dessen Lage durch die Koordinaten x t ', %', a? 8 ' be- 
stimmt ist, mit den Ecken, so erhält man ein vollständiges Vier- 
seit und zwei Diagonalen desselben. Es sollen die drei Paare 
gegenüber liegender Ecken des Vierseits bestimmt werden. 

298. Es ist nachzuweisen, dafs in einem vollständigen Vier- 
seit die Diagonalen harmonisch geteilt werden. 

299. Die Gleichungen der Seiten des Fundamentaldreiecks 
sind ajj =0, Xg = 0, x a = 0. Wie läfst sich die Lage der Ge- 
raden bestimmen, welche der Gleichung a 1 x 1 -f- a^x t -\- a s Xg = 
entspricht? 

300. Welche Beziehung findet zwischen den Gleichungen 
zweier Geraden i, und L 2 statt, wenn dieselben einander pa- 
rallel sind? 

301. In dem Abstände d sind zu der Geraden 

<*!*, -f a 2 x 2 + OjiCg =0 
Parallelen zu ziehen. Welches sind die Gleichungen derselben? 

302. Zu der Geraden a^ + a^ -f <h%3 = soll duroh 
den Punkt, dessen Koordinaten x{, x 2 , x s ' sind, eine Parallele ge- 
zogen werden. Welches ist die Gleichung derselben? 

303. Durch die Eckpunkte des Fuudamentaldreiecks mögen 
Parallelen zu den gegenüberliegenden Seiten gezogen sein. Welches 
sind die Gleichungen 1 
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44 Die gerade Linie. 

304. Es sollen die Gleichungen der Schwerpunktstransver- 
salen des Fundamentaldreieeks und die Koordinaten des Schwer- 
punkts bestimmt werden. 

305. Es ist zu zeigen, dafs die Verbindungslinien der Hal- 
bier ungsp unkte je zweier Seiten des Fundamentaldreieeks der dritten 
Seite parallel laufen, 

306. Welche Bedingungsgleichung mufs erfüllt sein, wenn 
die beiden Geraden 

«I «l + <h*l + »3*3 = 0, 
a l' x l ~f" a 2 x 2 ~\~ a $' x S ™ 

sich rechtwinklig d-Lirübncbneiden sollen? 

307. Von dem Punkte P, dessen Koordinaten .*.',', r./, x & ' 
sind, ist ein Lot auf die Gerade 

«jaij + a t x 2 + <* 3 a* 3 = 
gefällt. Welches ist die Gleichung desselben? 

308. In dem Fundameutaldreieck mögen die Höhen kon- 
struiert sein. Welches sind die Gleichungen derselben? Welches 
sind die Koordinaten des ^ehnittpunktes derselben? 

309. Die Pufspunkte der Höhen des Fund amen taldreieeks 
mögen durch gerade Linien verbunden sein. Welches sind die 
Gleichungen der Verbindungslinien? 

310. In den Halbieruugspunkten der Seiten des Fundamen- 
taldreiecks sind Lote errichtet. Welches sind die Gleichungen der- 
selben? Welches sind die Koordinaten des Punktes, in dem sich 
diese Lote durchschneiden? 

311. Wie grofs ist der Abstand des Punktes P, dessen 
Koordinaten s/, #,,', x z sind, von der Geraden 

a l x 1 -f- a t x 2 -f- a s Xg = 0? 

312. Es sind die Gleichungen der Eck transversalen an be- 
stimmen, welche sich in dem Pundaineribildreicck mich den Be- 
rührungspunkten des einbeschri ebenen Kreises ziehen lassen. 

313. Welches sind die Gleichungen der Eck transversalen des 
Fundamentaldreiecks , welche sich nach den Berührungspunkten 
der anbeschriebenen Kreise ziehen lassen? 
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Der Punkt. 

Die Gleichung des Punktes (Linienkoordinaten). 

314. Welches sind die Linieuko ordinalen der Geraden, welche 
die beiden Punkte, deren Gleichungen 

Ä l =a 1 u-\-b i v-\ r 1 =0, 
A 2 = a^u + b 2 v + 1 =0 
sind, verbindet? 

Beispiel. A l = 3« + 5* + 1 = 0, 
A 2 = 7« — 2*+ 1 «=0. 

315. Wiegrois ist der Abstand des Punktes »,«+&„«+ 1 =0 
von derjenigen Geraden, deren LiiiiuikiM-.i/iLtiaten .',. ■■ , -iii'.iV 

316. Es soll die Gleichung demjenigen Punktes bestimmt 
werden, der den Abstand der beiden Punkte 

Ä 1 = a t u + 6,«» + 1 ■=> 0, As = oj« + ft,* + 1=0 
halbiert. 

Beispiel. 
A, = 5m — SP + 1 = 0, A a = 7m + 13» + 1 = 0. 

317. Der Abstand zwischen den beiden Punkten 

^ = a |M + M + 1 = 0, A 2 = « s m + 6,« + 1=0 
ist im Verhältnis m zu n zu teilen. Welches ist die Gleichung des 
Teilpunktes? 

318. Gegeben sind die Gleichungen zweier Punkte A x = 0, 
A i = 0. Welcher Punkt entspricht der Gleichung A 1 — A 2 = 0? 

319. Die Gleichungen der Ecken eines Dreiecks sind A l = 0, 
A% = 0, A s = 0. Welches ist die Gleichung des Schwerpunktes 



320. Von einem Parallelogramm sind drei Eckpunkte A, = 0, 
4 S = 0, A 3 = gegeben. Welche Lage kann der vierte Eck- 
punkt besitzen? 

321. Welches ist die Gleichung eines beliebigen Punktes, der 
auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte A l = 
und j1 2 = liegt? 

322. Welches ist die geometrische Bedeutung des Koeffi- 
cienten k in der Gleichung A, — kA 2 = 0? 
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323. Welche Bedingungsgleichung mufs erfüllt sein, wenn 
die drei Punkte A, = 0, A s = 0, A 3 == in einer geraden Linie 
liegen sollen? 

324. Gegeben sind dio drei Eckpunkte .eines Dreiecks A l = 0, 
A 2 = 0, A s == 0. Die drei Seiten des Dreiecks seien bis in die 
Unendlichkeit verlängert. Was läfst sich über die Lage der unend- 
lich fernen Punkte derselben bestimmen? 

325. Die drei Eckpunkte eines Dreiecks entsprechen den 
Gleichungen A± = 0, A^ = 0, A 3 = 0. Die Seiten des Dreiecks 
sind geteilt; die Abschnitte von A 1 A S sind p 3 und g 8 , die von 
^■2-^si Pi T " 1 ^ 'h uii ^ ^' e YOn -^3-^1 Pz nn ^ 1-2i un d zwar be- 
steht zwischen den Abschnitten die Relation p l 'P S 'P s =Si'Sa'9f 
Wie liegen die drei Teilpunkte der Seiten? 

326. Erteilt man der Gröfse k in der Gleichung 

5m — iv + 1 — Js (2w + 3« + 1) = 
alle möglichen reellen Werte, so entspricht der Gleichung eine 
Reihe von Punkten, welche alle auf der Verbindungslinie der beiden 
Punkte 5m — iv + 1 = und 2« + 3v + 1 = liegen. 
Welche Punkte der Reihe entsprechen den Werten k = ?> und 
k = — 7? 

327. Welche Lage haben die Punkte A t -\- hA% = und 
hAi -f- A % = zu den beiden Fundamentalpunkten A, == und 
A 2 = 0? 

Das Doppelverhältuis von vier Punkten. 

Erklärung. Sind die Gleichungen von vier Punkten auf 
einer geraden Linie 

4=0, A$ ===== 0; A 1 — \A, = 0, A^ — k 2 A 1 = 0, 
so wird das Verhältnis — - als das Doppel Verhältnis des zweiten 
Punktepaars zum ersten Punktepaar bezeichnet. 

328. Gegeben sind zwei Punktepaare 

f 5« — iv + 1 = 0, U» -f 2v + 1 = 0, 

[3u + 8v + 1 = 0, (m + 20i> + 1 = 0. 

Welchen Wert hat das Doppelverhältuis des zweiten Pnnktepaares 
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Der Punkt. 47 

329. Auf einer Geraden liegt das Punktepaar 

3m — 2v + 1 = 0, 4m -f- Iv + 1 = 
und der Punkt 3fw + iv + 1 =0. Welches ist die Gleichung 
des vierten Punktes, wenn der Wert des Doppelverhältnisses = ■$ 
sein soll? 

330. Gegeben sind die Gleichungen von zwei Punktepaaren 
auf einer Geraden 

(A t — Je, A = 0, f^ — \ Ä s = 0, 
\A l — k s A^ = 0, \A 1 — Äj Ag = 0. 
Welches ist der Wert des Doppel Verhältnis;; es deh /woiton Punkte- 
paares zum ersten? 

331. "Von der Punktreihe 

5m - iv + 1 — k (« + 3« + 1) = 
sind zwei Punktepaare gegeben 

( 3w — £^+1=0, j — 7m + 17« + 1 -=0, 
|_ M 4. 6£y + 1 = 0, I 13w — 18ü + 1 =0. 
Welchen Wert besitzt das Doppclverhältnis des /weiten Punkte- 
paares zum ersten? 

332. Von der Punktreihe 

3m — 2;.< + 1 — Ic(iu + 7»+ 1) = 
ist das Punktepaar 

■2u — 11« + 1, 2-Jm — 8w + 1 = 
und der Punkt m — 20p -f- 1 = gegeben. Es soll die Gleichung 
eines vierten Punktes bestimmt werden, so dafs der Wert des 
Doppel Verhältnisses = ■ff wird. 

Harmonische Punkte. 

Erklärung. Hat das Doppel Verhältnis der beiden Punkte- 
paare A t , A$ und B lf B 2 den Wert — 1 , so wird dasselbe ein 
harmonisches genannt. Die Strecke zwischen den Punkten eines 
Paares wird in diesem Falle von den beiden Punkten des anderen 
Paares harmonisch geteilt, 

333. Welche Bedingung sgleichung mufs erfüllt sein, wenn 
das Dopperm-hälüiis der beiden Punktepaare 
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48 Der Punkt. 

IA X — k 1 A t = 0, M, — Ä, A a = 0, 

14t — fc s A^ -= 0, [A l — h 3 A 2 = 
ein harmonisches sein soll? 

334. Gegeben sind die beiden Punktepaare 
jlI«-2t>+l-0, (7A«-tV+ 1=0. 
( SM+ f+1 — 0, 1 51m- 17«+ 1=0. 

Es soll nachgewiesen werden, dafs der Abstand zwischen den 
Punkten des einen Paares durch die beiden anderen Punkte har- 
monisch geteilt wird. 

335. Zu drei Punkten, welche auf einer Geraden liegen, 
7 H .fS«+ 1=0, 2m— 5ü + 1 =0, 27» + 35»+ 1 =0 
ist der vierte harmonische Punkt zu bestimmen. 

336. Von den drei Punkten A l = 0, A 2 = 0, A, + ^ = 
mögen die beiden ersten als konjugierte betrachtet werden. Welches 
ist die Gleichung des vierten harmonischen Punktes? 

337. Gegeben sind zwei Punktepaare auf einer Geraden 
(2w + 9»+l=0, I6w + v+1—0, 

(öw + 3v + 1 = 0, (9m — 5r + 1 = Ü. 
Es soll ein Punktepaar gefunden werden, welches zu jedem 
der gegebenen Punktepaare harmonisch ist. 

338. Die beiden Punktepaare der vorigen Aufgabe seien in 
anderer Weise gruppiert, nämlich 

|2« + 9v + 1 = 0, 15m + 3i> + 1 — 0, 
16«+ »+1=0, [9k— 5« + 1—0. 
Welches Punktepaar wird zu beiden Paaren harmonisch sein? 

339. Die vier Punkte der Aufgabe 337 seien in folgender 
Weise geordnet : 

12« + 9p + 1 = 0, j5« + 3v + 1 = 0, 

J 9m _5j, + 1=0, 16m+ t> + l = 0. 

Welches Punktepaar ist zu beiden Paaren harmonisch? 

340. Welchen allgemeinen Satz bestätigen die Lösungen der 
drei vorstehenden Aufgaben? 
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Involutorische Punktreihen. 
341. Drei Punktepaare 
[Ä t — h 1 A 2 = 0, (A x -— ftg A a = 0, |jii — li 5 A s *= 0, 
\A 1 —k a A s = 0, \a i — h i A 1 = O i Mi— Ä 6 ^ = 

bilden eine Involution, wenn sich ein viertes Punktepaar finden 
läfst, welches zu jedem der gegebenen Punktepaare harmonisch ist. 
Welcher Bedingungsgleichung müssen in diesem Falle die Para- 
meter der gegebenen Punktepaare genügen? 
842. Von der Punktreihe 

5u — 4« + 1 — h (3m + 8v + 1) = 
sind drei Punktepaare gegeben 

|2w+ 14«+ 1 = 0, ( 4«+ 2« + l=0, | «+ 20w+l=0, 
|3$m+4z>+1=0, 1-m+32«+1=0, 1 3 4>+2H«+1='0. 
Es ist zu untersuchen, ob diese Puuktepaare eine Involution bilden. 

343. Von der Punktreihe 

7« + 9« + 1 — fc (» — 3t> + 1) = 

sind zwei Puuktepaare 

I13m+21«+1 = 0, j — 5u — 15» + 1=0, 
[19m + 33« + 1=0, 1— 11m — 27«+ 1 =0, 

und der Punkt 3« + «+l=0 gegeben. Es soll ein Punkt 

gefunden werden, der dem letzten Punkte zugeordnet ist, so dafs 

die drei Punktepaare eine Involution bilden. 

344. Von einer involut arischen Punktreihe sind zwei Punkte- 
paare gegeben 

|2m + 9«+1=0, |6w+ «+1=0, 

(5m + 3« + 1 = 0, [9m — 5v + 1 = 0. 

Welches sind die Gleichungen der Doppelpunkte der Involution? 

345. Wie viele Doppelpunkte können in einer involutorischen 
Punk treibe vorkommen? 

346. Gegeben sind die beiden Doppelpunkte einer involuto- 
rischen Punktreihe 

4£m — %v + 1 = 0, 27m + 35« +1=0. 
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50 Her Punkt. 

Welcher Punkt der Involution entspricht dann dem Punkte 
7m + 3v + 1 =0? 

347. Die beiden Doppelpunkte einer involutorischen Punkt- 
reihe entsprechen den Gleichungen 

5w + 9« + 1 = 0, 11m — ISv + 1 -= 0. 
Welcher Punkt der Involution entspricht dem unendlich fernen 
Ptinkte der Geraden, auf welcher die Punktreihe Hegt? 

348. Welche Lage haben je zwei zugeordnete Punkte einer 
involutorischen Punktreihe, wenn einer der Doppelpunkte in der 
Unendlichkeit liegt? 

349. Die beiden Doppelpunkte einer Involution fallen zu- 
sammen, und zwar ist die Lage derselben bestimmt durch die 
Gleichung A s = 0. Wie liegen dann die Punkte, welche den 
Punkten A a = 0, A s = u. s. f. zugeordnet sind? 

350. Welcher Bedingungsgleichung müssen die Parameter von 
zwei Punktepaaren einer involutorischen Punktreihe g 
die Doppelpunkte der Involution imaginär sein sollen? 



351. Gegeben sind auf ein 


er Geraden 


l) die beiden Punktepaare 




J5m — 3« + 1 =0, 


f 12« + 11« + 1=0, 


\lu+ »+1-0, 


( 9 M + 5« + i=o, 


2) die beiden Punktepaare 




| 2m — 9v + 1 =0, 


ftiw— «4-1 = 0, 


|llM+ dv -f 1 =0, 


1 « — iiw4- 1 — o. 



Es soll ein Punktepaar gesucht werden, welches sowohl mit den 
beiden ersten Punktepaaren als auch mit den beiden letzten 
Punktepaaren eine Involution bildet. 

Homogene Linienkoordinaten. 
352. Gegeben sind die Gleichungen von drei Punkten, die 
nicht in einer Geraden Hegen: 

T] l ^a 1 u-\-b i v-\- 1 =0, 
U 9 == «g« + 6j« 4- 1 =■ 0, 

p s = v + M + i =0- 

Es soll die Gleichung des Punktes au -\- bv -\- 1 = in der 
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Form J,!/, + fcg U% + fc 3 U s = dargestellt werden. Welche 
Werte haben die Koefficienten h u k%, £ 8 ? 

353. Welche geometrische Bedeutung haben die Konstanten 
^n &Ei ^3 ' n der Gleichung des Punktes 

&i% + ÄgM a + Jfew, = 0? 

354. Gegeben sind die Gleichungen zweier Punkte 
fcj^Mj -J- ^2% + & 3 w 3 = 0, ft/t*! -{- fcg'wj -f- ft 3 'w 3 = 0. 

Es sollen die Linienkoordinaten der Geraden bestimmt werden, 
welche durch diese beiden Punkte geht. 

355. Die Linienkoordinaten von zwei geraden Linien sind 
«i ] M g'i w$ *md u i i "a' » Wg"- Weiches ist die Gleichung des 
Punktes, in dem sich die beiden Geraden schneiden? 

356. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn die drei Punkte 
£,w, -f- h 2 u. 2 + k 3 u$ = 0, ftj'wj + & 2 'w 2 -f~ ft 3 'w 3 = 0, 

A,"«, + ft/'«2 + £3"% = 
in einer geraden Linie liegen sollen? 

357. Es ist die Gleichung eines Punktes anzugeben, der in 
der Verbindungslinie der beiden Punkte 

&!«! -+- fc 8 W 3 -j- ft 3 Wg = 0, ftjVj -j- ft 2 'w 2 -f- ÄjMj = 

liegt. 

358. Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn der Gleichung 

*tfl ~f" ^ä M ä ~f" &3 M S = 

ein unendlich ferner Punkt entsprechen soll? 

359. Welches ist die Gleichung des Schwerpunktes in dem Funda- 
mentaldreieck ? Die Gleichungen der Ecken sind « 1 =0,m 2 =0, Wg=0. 

360. Die Gleichung des Mittelpunktes desjenigen Kreises ist 
zu bestimmen, der durch die Eckpunkte des Fundamental dreiecks geht. 

361. Welche Gestalt hat die Gleichung des Höhenpunktes 
des Fundamentaldreieeks? 

362. Wie läfst sich nachweisen, dafs der Schwerpunkt, der 
Höhenpunkt und der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises des 
Fundamentaldreieeks in einer geraden Linie liegen? 

363. Es ist die Gleichung des Mittelpunktes des einge- 
schriebeneu Kreises zu bestimmen, d. i. desjenigen Kreises, der von 
den Seiten des Fundamentaldreieeks berührt wird. 
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52 Der Kreis. 

364. Die Ecktrans versalen des Fund amental dreiecks, welche 
durch die Punkte gehen, in denen die Seiten von den allbeschriebenen 
Kreisen berührt werden, schneiden sich in einem Punkte. Welches 
ist die Gleichung dieses Punktes? 

365. Wie läfst sieh nachweisen, dafs der Schwerpunkt, der 
Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises und der fünfte merk- 
würdige Punkt des Fundamentaldreiecks in einer geraden Linie 
liegen ? 

366. Welchen Abstand besitzt der Punkt 

Äi *j *a 

von der Geraden, deren Koordinaten «/, %', w/ sind? 



Der Kreis. 

Die Gleichung des Kreises. 

367. Welches ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittel- 
punkt die Koordinaten «, & besitzt und dessen Radius = r ist? 

Beispiele, a) a = 0, 6 = 0, r = 9. 

j3)*« = 7, 6 = 0, r= 3, 

y ) « = o, & = — -2, r = 11. 

3) o = — 4, 6 = 17, r = 1. 

368. Welchen Bedingungen müssen die Konstantender Gleichung 
Ax 2 + Bf + Ca^ + lix -f- Fy -f G = 

genügen, wenn dieselbe einem Kreise entsprechen soll? 

369. Mittelpunktskoordinaten und Eadius eines Kreises zu 
bestimmen, welcher der Gleichung 

Air? + A$ a -4- Lx + Mg + ff — 
entspricht. Wie liegt der Kreis, wenn ff=0 ist? 
Beispiele. 

a) 15;c ä + 15# ä + 120x — 90# — 45 = 0. 

b) 1& + lf + 49;c + 84;/ + 14 = 0. 

c) 2,5^ + 2,5i/ ä + 12,5« — 7,6» + 10 = 0. 
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370. In weicher Beziehung müssen die Konstanten der 
Gleichungen zweier Kreise 

A x x 2 + A t y 2 + B x t£ + Otf + F 1 = 0, 
A a x* + ^y* + Bg* + Ctf + F, — 
stehen, wenn dieselben konzentrisch sein sollen? 

371. Welche Bedeutung hat die Gleichung 

(*_„)» + fr -!>)'._0? 

372. Welches Gebilde entspricht der Gleichung zweiten Grades 

Ax 2 + Ag 1 + £s + Jtf# + Ä" — 0, 

, . . , i« + Ä* — 4^Ä- ,. . ,,, 

wenn der Ausdruck — - — -Tg ■— — negativ ist.- 1 

373. Es soll die Kurve bestimmt werden, welche der Proportion 

y — -5:3 — x = x:y 
entspricht. 

374. Gegeben sind die Gleichungen zweier Kreise 

3? + y 2 -f 14* — 10»/ — 7 = 0, 
a-s _[_ yS _ 4a; _ 22# + 25 = 0. 

Wie lautot die Gleichung der Geraden, welche die Mittelpunkte 
beider verbindet? Wie lang ist das Lot, welches sich vom Ko- 
ordinate nanfangspunkte auf diese Gerade fällen Mst? 

375. Welches geometrische Gebilde entspricht der Gleichung 
9 » + y» + A l x + B 1 y + C 1 -\-h(x i -\-y a -\-A s x^-B a p + C a )— 0? 

376. Zur Bestimmung der Polargleichung eines Kreises sind 
die Polarkoordinaten des Mittelpunktes p 1( tp^ und der Radius ge- 
geben. Wie heilst die Gleichung? 

377. Die Gleichung eines Kreises ist x 2 + y* = 49. Durch 
den Punkt iü, = — 7, y x = — 8 werde ein neues Koordinaten- 
system gelegt, dessen Achsen denen des ursprünglichen Systems 
parallel laufen. Welches ist die Gleichung des Kreises bezüglich 
des zweiten Koordinatensystems? 

378. Welche Änderung erfahrt die Gleichung de 
x 3 + V 2 = r 2 , wenn das rechtwinklige Koordinaten syst er, 
Winkel a gedreht wird? 

379. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises 

»" + S 1 — 7* + lly — "3 — 0. 
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Welche Gestalt nimmt dieselbe an, wenn das rechtwinklige Ko- 
ordinatensystem um einen Winkel von 45° gedreht wird? 

380. Gegeben ist ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit 
dem Koordinatenwinkel a. Wie lautet die Gleichung eines Kreises, 
dessen Radius = r und dessen Mitte lpunktskoord baten a und o sind? 

Der Kreis und die Gerade. 

381. Welches sind die Koordinaten der Punkte, in denen 
der Kreis x 3 -f- y 2 = r 1 von der Geraden x cos a -f- >J sin a — p = 
geschnitten wird? 

382. a) In welchen Punkten schneidet die Gerade«/ = Mx -J- n 
den Kreis x* -f- y 3 = j- ä ? Welche Bedingung mufs erfüllt sein, 

.damit die Gerade den Kreis berührt? 

b) Welches sind die Koordinaten der Schnittpunkte, wenn die 

Gleichung der Geraden 1- — = 1 ist? 

P 1 
Beispiele, a) x* + y* =*. 169, y = Ix — 79. 

b) x* -f y 3 = 100, 4* + 3y = 50. 

c) x 2 + 3/ a = 289, 2)/ — » = 46. 

383. In welchen Punkten wird der Kreis 

x* + y* + Bx + Cy + JF*=0 
von der Geraden i» -f My + JV = geschnitten? Wie weit ist 
der Mittelpunkt des Kreises von der Geraden entfernt? 
Beispiele. 

a) x 2 + y* — 14« — iy — 5 = 0, 2y — Sx + 12 = 0; 

b) ar* -f j/ 2 — Gx + lOj — 27 = 0, 63 -f by =• 54. 

384. a) Gegeben sind die Koordinaten einer geraden Linie « 1 
und » 1# Welche Bedingung mufs erfüllt sein, wenn dieselbe den 
Kreis Ä" n dessen Mittelpunkt der Gleichung a L u -f- b t v + 1 •= 
und dessen Radius r 1 ist, berühren soll? Welches ist die Gleichung 
dieses Kreises in Linienkoordinaten? 

b) Welcher Bedingung müssen die Konstanten der Gleichung 
Ali 1 + Buv + Cv* + Du + £«> + F = 
genügen, wenn derselben ein Kreis entsprechen soll? Welches ist 
die Gleichung des Mittelpunktes? Wie grofs ist der Radius? 
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385. In welchen Punkten schneidet der Kreis 

<*? + V* + 22« — IBy + 57 = 
die Koordinatenachsen? 

386. Welches ist die Gleichung desjenigen Kreises, der die 
positiven Teile der Koordinatenachsen in der Entfernung 7 vom 
Koordinatenanfangspunkte berührt? 

387. Es sind die Gleichungen derjenigen Tangenten zu be- 
stimmen, welche sich vom Koordinatenanfangspunkte an den Kreis 
Ax a + Af + Bx -f Cy + F~ ziehen lassen. 

Beispiele. 

a) s? + y* — 22a — 14?/ +161=0, 
b)as* + y* — 6a; +10;/ — 27 = 0. 

388. Die Gerade 3y + 5at + 19 = sehneidet den Kreis 
j/ 8 -f- # 3 = 113 in zwei Punkten. Wie lang ist die Sehne? Wie 
grofs ist der zugehörige Centri Winkel? 

389. Es ist die Gleichung der Geraden zu bestimmen, welche 
den Kreis x 2 + y* = 169 in zwei Punkten schneidet, deren Ab- 
scissen — 12 und + 7, und deren Ordinaten positiv sind. Wie 
grofs ist der Inhalt des von der Sehne und den Radien ein- 
geschlossenen Dreiecks? 

390. Durch den Punkt P des Kreises x 2 + f — 130, der 
die Abseisse -|- 9 und eine negative Ordinate besitzt, soll eine 
Sehne gezogen werden, welche der Geraden 5y — ix + 7 = 
parallel läuft. Welches ist die Gleichung derselben? Welches 
sind die Koordinaten des zweiten Durchschnittspunktes? 

391. Durch den Punkt (x v y t ) des Kreises x 2 + y 2 = r 2 ist 
eine Sehne zu ziehen, welche vom Mittelpunkte des Kreises den 
Abstand d hat. 

Beispiel. !T a + y* =• 65; x, •= — 7, ft = 4; <* = 5. 

392. Durch den Punkt (x lt y,) innerhalb der Fläche des Kreises 
x * + y s = r % soll eine Sehne gezogen werden, die in diesem Punkte 
halbiert wird. 

Beispiel, x 2 + y 2 = 277, x, = 3, f t = 5. 
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Taugente und Normale des Kreises. 

393. An den Kreis x a + y 2 = r 2 soll im Punkte (at„ s/ 1 ) eine 
Tangente gelegt werden. Welches ist die Gleichung derselben? 

Beispiele. 

a) x 2 + y 2 = 353, x, = 8, 9l _ 17. 

b) a* + y» = 250, ^ = 9, 0! < 0. 

c ) x* + y* — 343, «l — — 11, ft ^0. 

394. An den Kreis « K + y 2 = r 2 ist in dem Punkte, dessen 
Abseisse x 1 und dessen Ordinate negativ ist, eine Tangente zu 
legen. Wie lang ist das Stück derselben zwischen den beiden 
Koordinatenachsen? Welches ist die Gleichung der Normale? 

Beispiel. ar* -f y 2 = 232, Xl — 14. 

395. Gegeben ist der Kreis (x — a) 2 -\- (y — ß'f = r 2 . Im 
Punkte (%, j/J ist an denselben eine Tangente zu legen. Welches 
ist die Gleichung derselben? 

Beispiele. 

a) 0— 5) 2 + (jj-j- 8) s = 113, ^ = 18. 

b) 3? -\-y 2 — 14x — 4y — 5 = 0, (% = 10. 
o)** + y a — 4# + 22;/+ 25= 0,^ = 3. 

396. An den Kreis a; s + </ 2 — 6 a; — 14# — 3 = sind in 
den Punkten, deren Abscisse x t = 9 ist, Tangenten zu legen. Wie 
weit ist der Koordinatenanfangspunkt von diesen Tangenten ent- 
fernt? Wie grofs sind die Stücke derselben zwischen den Ko- 



397. Im Punkte (a^, j/J ist an den Kreis 

x t + y t + A X + B S + C = 

eine Tangente gezogen. Unter welchem Winkel schneidet d 

den vom Koordinatenanfangs punkte nach dem Berührungspunkte 

gezogenen Radiusvektor? Welches ist die Gleichung der Normale? 

Beispiel, x 2 + y 2 — 14 # — iy — 5 = 0, 3^ = 10, & = 9. 

398. An den Kreis x 2 + y 2 — &x + lOy — 27 = sind 
in den Punkten, deren Abscisse = 9 ist, Tangenten gelegt. Unter 
welchen Winkeln sind dieselben gegen die X-Achse geneigt? 
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399. Gegeben ist der Kreis x 2 -f f + 10a: — 6y — 2 = 0. 
An denselben sind Tangenten zu legen, welche der Geraden 
y = 2$ — 7 parallel laufen. Welches sind die Gleichungen der 



400. Es sollen an den Kreis x z -\- y* = 58 Tangenten ge- 
legt werden, welche mit der Geraden — — — = 1 einen Winkel 



von 60° einschließen. Welches sind die Gleichungen i 

Welche Gestalt nehmen die Resultate an, wenn die gegebene Gerade 

die X- Achse ist? 

401. Durch den Punkt x i = 9, y 1 > des Kreises 
x' -f y 2 — 12a: + 1y -f 3 = 
ist eine Gerade zu ziehen, welche denselben unter einem Winkel 
von 45° schneidet. 



402. An den Kreis y = + y x (32 — x) mögen in den 
Punkten, welche zu der Abscisse x t — IS) gehören, die beiden Tan- 
genten gelegt sein. Welchen Winkel scliliefsen beide mit einander ein ? 

403. An den Kreis x 2 + y 2 + Äx + Sff + C = sind in 
den Punkten (%, y^) und (x. 2l y 2 ) Taugenten gelegt. Welches ist 
die Tangente des von denselben eingeschlossenen Winkels? Welcher 
Bedingung müssen die Koordinaten der Berührungspunkte genügen, 
a) wenn die beiden Tangenten parallel laufen, b) wenn sie auf 
einander lotrecht stehen? 

404. Die Gleichung eines Kreises ist $* -j- y 2 = 144. Die 
Abscisse des Berührungspunktes einer Tangente sei x t = ti. Wie 
lang ist die Subtangente? 

405. Im Punkte (x lt y^ sei an den Kreis 

x 2 + y* + Äx + By + C = 
eine Tangente gelegt. Wie lang ist a) die Tangente? b) die 
Normale? c) die Subtangente? d) die Subnormale? 

Beispiel. x 1 + y s — 14a! — iy — 5 = 0, *, = 10, & = 9. 

406. Von dem Punkte (x v y t ) sei an den Kreis 

-«)* + (»- 6)' -r> 
eine Tangente gelegt. Wie lang ist dieselbe? 

Beispiel, (x — 3) B -f (y — 7) 3 = 25, x 1 = — U,y % = — 9. 
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Der Kreis. 



407. Gegeben sind die Gleichungen zweier Kreise 

tf + a*- 6y-~ 2» + 6=0, 
f + m 1 — 22y — 20» + 52 = 0. 
Es sind die Koordinaten eines Punktes zu bestimmen, von dem 
die Tangenten an beide Kreise gezogen gleich 4 Y& sind. 

408. Von einem um den KoonliiiaieiinrifanL^iunkt beschrie- 
benen Kreise ist die Subnormale eines Punktes = p, die Sub- 
tangent« desselben Punktes = ij. Welches ist die Gleichung dieses 
Kreises ? 

409. Um den Koordinatenanfangspunkt ist ein Kreis be- 
schrieben, der von der Geraden y = 3a; — 5 berührt wird. Welches 
ist die Gleichung desselben? 

410. Auf die Tangente des Kreises a; 2 -|- v/ s = r 2 , deren Be- 
rührungspunkt die Koordinaten x lt y t besitzt, sind von den End- 
punkten des auf der X-Achse liegenden Durchmessers Lote gefällt. 
Wie lang ist das zwischen den Pufspnnkten liegende Stück der 
Tangente ? 

411. Von dem Punkte (x v ?/,) sollen an den Kreis ie 2 -J-# 2 =r 2 
zwei Tangenten gezogen werden. Welches sind die Gleichungen 
derselben? Welches sind die Koordinaten der Berührungspunkte? 

Beispiel. x 1 + y 1 =169, x 1 = l%, & — 11. 



Pol und Polare. 

412. Von dem Punkte (sk, , yj sind zwei Tangenten 
Kreis x? + y 3 = r 2 gezogen. Welches ist die Gleichung 
rührungssehne (Polare des Punktes (a: t , y L ) bezüglich 

Beispiele. a.)x* + y 2 = 49,^ = 13, £i = 2. 

b) a^ + y* — 130, «i = 5, fc — 

c ) x t + y* = W9, », = — 12, fc — 4 

413. Gegeben ist der Kreis x 1 -f- J/ 3 = 121. In 
Punkten schneidet die Polare des Punktes #, = 3, ?/! = 



/lÖö. 



414. Welches ist die Gleichung der Polare 
= r, j/ l = bezüglich des Kreises # a -f-»y a = »- 2 ? 
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415. Welches ist die Gleichung der Polare des Punktes 
0"u ^i) bezüglich des Kreises 

Beispiele. 

a) (* — 3) a +Ö/ + 5) s =81, «i — 11, ^i=17; 

b) a: 2 + ^+Ua; + 6(/ + 22 = 0, % = 8, &«= — 5; 

c) as' + s* — 18* + 2# + 67=0, ^ = — 2, & = — 7. 

416. Es soll die Polare des Punktes (a?j, j/j) bezüglich des 
Punktes (a, b) bestimmt werden. Der Punkt ist als ein Kreis mit 
unendlich kleinem Radius au betrachten. 

Beispiel. ^ = 11, ^ = 8, = 4, b = — 2. 

417. Die Polare des Punktes (#j, i/j) bezüglich einer Geraden 
G ist zu finden. Die Gerade 6- ist als ein Kreis anzusehen, dessen 
Radius unendlich grofs ist und dessen Mittelpunkt in der Unend- 
lichkeit liegt. 

Anmerkung. Bei der Lösung möge die Kreisgleiehung 

benutzt werden, welche für k= — 1 in die Gleichung einer Ge- 
raden übergeht. 

Beispiel, bx— Zy + 7 = 0, *, =8, #, = 20. 

418. Wo liegt die Polare des Punktes (a, b) bezüglich des 
Kreises (x — o) a -f- (y — b) 2 = r 2 ? 

419. Unter welchem Winkel schneidet die Polare des Punktes 
0*1! vd bezüglich des Kreises (x — a)* + (y — ö) 2 = r % die Ver- 
bindungslinie der Punkte (a, t>) und (x t , y t )? 

420. Wie läfet sich die Polare des Punktes (x t , y t ) bezüglich 
des Kreises x 2 -\- y 2 = r 2 konstruieren? 

421. Welchen Abstand hat die Polare des Punktes (x v y^) 
bezüglich des Kreises (x — af + (y — ö) ä = r 2 vom Mittelpunkte 

422. Die Gerade y = Mx -f- n werde als Polare bezüglich 
des Kreises x 2 + y 2 = r 2 betrachtet. Welches sind die Koordi- 
naten des zugehörigen Poles? 

Beispiele, a) x 2 -f- y 2 = 96, y— Zx — 24; 

b) «• + »» — 46, ~- | = 1; 

o) ä 2 + «/ 2 = 121, 6a; — iy + 17 = 0. 
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423. Gegeben ist der Kreis (x — af + (y — l) 2 = r*. 

a) Die Gerade Lx -J- My + iV ■= sei eine Polare desselben. 
Welches sind die Koordinaten des zugehörigen Poles? 

b) Die Koordinaten einer Geraden seien u lt v u welches ist die 
Gleichung des zugehörigen Poles in Linienkoordinaten, wenn 
die Gerade als Polare des Kreises betrachtet wird? 

Beispiele. 

a) - 5) 2 + + Sf = 49, 2* + y - 11 — 0. 

b) x 2 + y 2 — 14* — iy — 5 = 0, 10* -f dy — 107 = 0. 

424. Die Gerade y = 4a; — 7 schneidet den Kreis y 2 = 10x — % 2 
in zwei Punkten. In jedem der Schnittpunkte sei eine Tangente 
an den Kreis gelegt. In welchem Punkte schneiden sich die 
Tangenten ? 

425. Die Gerade y — & = tg cp (x — d) sei Polare des 
Kreises (x — af + (y — b'f = r 2 . Wo liegt der Pol? 

426. Die gerade Linie Lx 4- My -f- N = sei Polare be- 
züglich des Punktes (h, b). Welches sind die Koordinaten des 
ziijreliürigen Poles? 

427. Gegeben sind zwei konzentrische Kreise 

a» -4- $> = 68 und # 2 -j- y 2 = 121. 
i am Punkte x 1 = 3, «/ t < des ersteren sei Polare 
i zweiten. Welches sind die Koordinaten des Poles? 

428. Gegeben ist der Kreis x 2 + y 3 = r a . Welches sind 
die Koordinaten des dem Pole (x lt y^) konjugierten Poles, der auf 
der Verbindungslinie des Mittelpunktes und des Poles liegt? Diese 
beiden Pole werden kreis verwandte genannt, 

429. Durch den Pol (x lt y^) sei eine Parallele zur Polare 
bezüglich des Kreises a? -+- y* = »** gezogen. Welches sind die 
Koordinaten des Poles dieser Parallelen? 

430. Die Geraden des Büschels 

L\x + Mtf + N L + k(L 2 x -f- Jf s jf + N t ) = 
mögen als Polaren des Kreises a; 3 -f* y 2 = r 8 betrachtet werden. 
Welches ist der geometrische Ort der zugehörigen Pole? 

431. Die Punkte der Geraden Lx -f- My -\- N= mögen 
als Pole des Kreises x 2 -j- y* = r 2 betrachtet werden. Wie liegen 
die zugehörigen Polaren? 
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432. Gegeben ist der Kreis (x — af + (y — bf = r\ 
Von dem Punkte P ist eine Sekante durch denselben gezogen. 
Es ist nachzuweisen , dass dio Strecke zwischen P und dem kon- 
jugierten Pole durch die Peripherie des Kreises harmonisch ge- 
teilt wird. 

433. Gegeben sind zwei Kreise x^-\-y i =r i und {x — a 1 ) s -\-y 2 =r 1 2 . 
Es sollen auf der Centrale derselben zwei Punkte bestimmt wer- 
den, welche in Bezug auf jeden der beiden Kreise kreisyerwandte 
Pole sind. 

Bestimmung der Gleichung eines Kreises aus gegebenen 
Stücken. 

434. Die Koordinaten von drei Punkten in der Ebene sind: 
*ii #i> x s> #8! #9! S's- Welches ist die Gleichung des Kreises, der 
durch diese drei Punkte hindurchgeht? Ist die Lage des Kreises 
durch diese drei Punkte vollständig bestimmt? 

Beispiele. 

a) *, =0, y t = 0, x 2 = 0, y, = 12, % = 5, y 3 = 0; 

b) x l = 0, #i = 0, x 2 =0, ff t = 7, x 3 = 5, y 3 = 3; 

c) x t = 10, y t = 9, Xs, = 4, y, = — 5, % = 0, y 3 = 5. 

435. Welches ist der geometrische Ort der HiUeljmnHe 
aller Kreise, welche durch die Punkte (r 1 , ?/ t ) und (x 2 , i/ 2 ) hin- 
durchgehen? 

Beispiel x L = 5, y l = 3, % = — 7, y ä = — 6. 

436. Es ist die Gleichung eines Kreises zu bestimmen, der 
durch die Punkte (iF,, g t ) und (x 2 , y 2 ) geht und dessen Mittel- 
punkt auf der Geraden Lx -j- My -|- N — liegt. 

Beispiel. 
js, = 10, Vi = 9, ir 2 = 5, 3/ 2 = 2 — 3"|/6, 2y— 3ai + 17 = 0. 

437. Durch die beiden Punkte x 1 = 10, y t ==■ 4 und 
ff 3 = 17, J/ S = — 3 ist ein Kreis zu legen, welcher den Kadius 
r = 13 besitzt. 

438. Welches ist die Gleichung eines Kreises, der durch 
den Punkt (x 1} y^ geht und dessen Mittelpunkt in dem Schnitt- 
punkte der beiden Geraden y = M x x -f- »,, j/ = Jf s a; 4- » a liegt? 

Beispiel. ^ = 6, y t = 6, y = lx — 3, 4j/~3# = 13. 
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439. Wie lautet die Bedingungsgleichung, welche erfüllt sein 
mufs, wenn die vier Punkte (%, y^, (x 3 , y a ), (x s , y 3 ), {$ lt y t ) 
auf der Peripherie eines Kreises liegen sollen'? 

440. Es soll durch den Punkt (x t , y t ) ein Kreis gelegt 
werden, welcher die Koordinatenachsen berührt. Welches ist die 
Gleichung desselben? 

Beispiel. x 1 = 3, y x = 6. 

441. Es ist die Gleichung eines Kreises zu bestimmen, der 
mit dem Radius r beschrieben auf der X-Achse ein Stück = a, auf 
der Y- Achse ein Stück = b abschneidet. 

Beispiel, r = 7, a — 3, l = 2. 

442. Um den Punkt (#,, y^) ist. ein Kreis zu beschreiben, 
der von der Geraden Lx -\- My -j- N = Ü berührt wird. Welches 
ist die Gleichung desselben? 

Beispiel. «, = 5, ffl = 3, 3x 4- 2«/ - 10 = 0. 

443. Gegeben ist die Gerade ix -+- 3y — 70 = 0. Es soll 
mit dem Radius r = 10 ein Kreis beschrieben werden, der die 
Gerade in dem Punkte a^ ■= 10, y l = 10 berührt. Welches ist 
die Gleichung desselben? 

444. Welches ist die Gleichung des Kreises, der durch den 
Punkt x L = 5, y L = 9 geht und die Gerade ix -4- 3# + 3 = 
im Punkte % = — 3, J/ a — 3 berührt? 

445. Mit dem Radius *■ = 13 soll ein Kreis beschrieben 
werden, der die Gerade 12# -|- 5y = 144 berührt und durch den 
Punkt x t = 2, y x = 7 -f- 2 "|/3Ö geht. Welches ist die Gleichung 



446. Es soll mit dem Radius r = ]/l30 ein Kreis be- 
schrieben werden, der die Gerade 9# -j- 1y — 98 = berührt 
und dessen Mittelpunkt auf der Geraden 2x — by — 65 = liegt. 

447. Es sollen die Gleichungen der Kreise gesucht werden, 
welche sich im Punkte x L = 14, y, = 9 schneiden und von den 
beiden Parallelen 8% -4- 11# = 220 und 8x + lly = — 150 
berührt werden. 

448. Ea sind die Gleichungen der Kreise zu bestimmen, 
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welche den Radius r besitzen und von den beiden Geraden y=M i % 
und y = M 2 x beruhet werden, 

Beispiel, y = $«, y » $*, r = 7. 

449. Welche Kreise werden von den beiden Geraden 
6# + 1y + 9 = und Ist -+- 6*/ + 3 = berührt und zwar 
von der letzteren im Punkte x t = 3, ff ( = — 4? 

450. Gegeben sind die Gleichungen von drei geraden Linien 
2x — y = 0, ly — 6x + 8 = 0, x — 2y — 6 = 0. Es sollen 
die Gleichungen der Kreise bestimmt werden, welche von der ersten 
und dritten Geraden berührt werden, und deren Mittelpunkte in 
der zweiten Geraden liegen. 

451. Die Seiten eines Dreiecks entsprechen den Gleichungen 
17« +7^ = 55, Ix + X7y = 161, sc — ff = 5. Welches ist 
die Gleichung des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises? 

452. Gegeben sind die Geraden 19» + 20?/ — 8=0 und 
der Punkt x L •=* — 17, y L = — 1 5. Es soll mit dem Radius r = "|/T30 
ein Kreis konstruiert werden, bezüglich dessen die gegebene Gerade 
Polare und der gegebene Punkt der zugehörige Pol ist. 

453. Gegeben ist der Kreis x 2 -f- j/ a = 65 und zwei Punkte 
x s = 3, y 1 => 4 und x t = 12, ?/g = — -5. Es sind die konju- 
gierten kr eis verwandten Pole dieser Punkte zu bestimmen. Ferner 
ist nachzuweisen, dafs beide Paare konjugierter Pole auf der Peri- 
pherie eines Kreises liegen, und die Gleichung dieses Kreises zu 



454. Durch den Punkt #, = 11, i/ t = 4 ist ein Kreis zu 
legen, zu dem die beiden Punkte x% = 15, y 2 = 7, «j = 7,5, 
y$ = 3,5 kr eis verwandte Pole sind. 

455. Mit dem Radius r = y52 soll ein Kreis beschrieben 
werden, der durch den Punkt x L = 9, y Y = 3 geht, und zwar 
soll derselbe so liegen, dafs die vom Punkte x 2 = 10, i/ 2 = 11 
an ihn gezogene Tangente t = 13 ist. 

456. Mit dem Radius r = 7 ist ein Kreis zu beschreiben, 
der von der Geraden y = # berührt wird. Welches ist die Gleiehung 
desselben, wenn die von x t = 5, */j = — 3 an ihn gezogene Tan- 
gente die Länge ( «= 1^83 -f 42 Y% besitzen soll? 
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457. Gegeben sind die Gleichungen der drei Seiten eines 
Dreiecks 

s, = x cos <p t + y sin <p t — p t = 0, 

•Bg = x cos rp 2 + y sin <p 2 — p a = 0, 
^a = * cos 9>8 + y Hin Vs ~ -Pa = °- 
Welches ist die Gleichung des umschriebenen Kreises in homo- 
genen Koordinaton? 

458. Welches ist die Gleichung des Kreises, der sich dem 
Fuudamentaldreieck einbeschreiben läfst, in homogenen Koordinaten ? 



Geometrische. Orter. 

459. Welches ist der geometrische Ort für den Mittelpunkt 
desjenigen Kreises, der mit dem Radius r beschrieben durch den 
Punkt («,, p t ) gebt? 

460. Es soll der geometrische Ort des Mittelpunktes des- 
jenigen Kreises bestimmt werden, der mit dem Radius Cj be- 
schrieben den Kreis (x — af + (y — bf — r 2 berührt. 

461. Zwei Tangenten des Kreises (je — a) u + (y — b) 1 = r 2 , 
welche den Winkel a eiuschliefsen, mögen auf der Peripherie herum- 
gleiten. Welches ist der geometrische Ort ihres Schnittpunktes? 

462. Auf welcher Kurve liegen diejenigen Punkte, von denen 
die Tangenten an den Kreis (x — a) 2 + Qf — bf = r 2 gezogen 
gleich t sind? 

463. Die Grundlinie a eines Dreiecks sei konstant. Welche 
Kurve beschreibt der Scheitel des gegenüberliegenden Winkels, 
wenn die beiden anderen Seiten sich wie m:n verhalten? Welche 
Gestalt nimmt das Resultat an, wenn m = n gesetzt wird? 

464. Die Grundlinie a eines Dreiecks ist konstant, die Summe 
der Quadrate der beiden anderen Seiten gleich s a . Welches ist 
der geometrische Ort der Spitze AI 

465. Es ist der geometrische Ort eines Punktes zu bestimmen, 
der so liegt, dafs die Summe der Quadrate der Entfernungen des- 
selben von n gegebenen Punkten (%,?/,), (*t, 9a) li*»» $»)""(&» V») 
gleich einer gegebenen Gröfse s B isi. 
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466. Auf welcher Kurve liegen die Spitzen aller Dreiecke, 
welche dieselbe Grundlinie a und denselben Winkel an der Spitze 
A haben? 

467. Von einem Dreieck liegt die konstante Seite a fest, 
die Seite b hat eine konstanto Länge und dreht sich um den links 
liegenden Endpunkt von a. Welche Linie beschreibt der Halbierungs- 
punkt der dritten Seite? 

468. Gegeben ist ein Punkt P und eine gerade Linie G. 
Es ist der geometrische Ort des Punktes zu bestimmen, für den 
das Quadrat der Entfernung von dem gegebenen Punkte sich zu t» s 
wie die Entfernung von der gegebenen Geraden sich zu n verhält. 

Beispiel. Die gegebene Gerade sei die X-Achse, die Koor- 
dinaten des Punktes seien x, = 0, y x = 7 , ferner sei m = 2, » = 3. 

469. Gegeben ist der Punkt fo, yj und die gerade Linie 
Lx -\- My -f- A T = 0. Es ist der geometrische Ort desjenigen 
Punktes zu suchen, dessen Entfernung von dem gegebenen Punkte 
mittlere Proportionale zwischen der Entfernung von der gegebenen 
Geraden und der Strecke s ist. 

Beispiel. 3x + iy + 6 = 0, x 1 = 0, y ± = 0, s •= 5. 

470. Zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels bewege 
sieh eine Gerade von der Länge s. Welches ist der geometrische 
Ort des Halbierungspunktes der Strecke s? 

471. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises y 2 = 2rx — x 2 . 
Von dem Koordinatenanfangspunkte sind Sehnen in den Kreis ge- 
zogen, und jede derselben ist im Verhältnis m zu n geteilt. Welches 
ist der geometrische Ort der Teilpunkte? 

Beispiele, a) j* = 20a; — a?, m = 1, »= 1; 
b) y 2 = 26z — x 2 , m — 8, » — 1. 

472. In den Kreis y s = 2rx — x* seien vom Koordinaten- 
anfangspunkte beliebig viele Sehnen gezogen und jede derselben 
um sich selbst verlängert. In welcher Kurve liegen die Endpunkte? 

473. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises y 2 -f- x 2 = r 2 . 
Auf jedem Radius desselben ist vom Mittelpunkte aus die Ordinate 
seines Endpunktes abgetragen. Auf welcher Kurve liegen die 
Endpunkte der Abschnitte? 
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474. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises x 2 -j- y 2 = r s . 
Auf jedem Radius desselben ist vom Mittelpunkte aus die Abscisse 
seines Endpunktes abgetragen. Welches ist die Kurve, auf der 
die Endpunkte der Abschnitte liegen? 

475. Auf welcher Linie liegen die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche durch den Punkt (x t , y 1 ) gehen und den Kreis x a -(-# 2 = »^ 
rechtwinklig durchschneiden? 

476. Es soll der geometrische Ort für denjenigen Punkt ge- 
sucht werden, von dem aus die beiden Kreise x 2 -f- y 2 = r 2 und 
(x — flj) 2 -f- f y — 6j) 2 = i- t 2 unter gleichen Winkeln gesehen 

477. Es sind die Koordinaten eines Punktes zu bestimmen, 
von dem aus die drei Kreise x* -j" W* — * *> > ^ ~f" 0* — 5) a = 9 i 
(sc — 7) 2 + (y — l) 2 = 25 unter gleichen Winkeln gesehen 
werden. 

478. Auf einer Geraden liegen drei Punkte L, M und N. 
Welches ist der geometrische Ort des Punktes J', wenn L I'M= MPN 
sein soll? 

479. Auf welcher Linie liegen die Schwerpunkte aller Drei- 
ecke, welche über der auf der X-Achso fe-tl.kigeiKiei) Behne s dem 

Kreise y 2 -f- x 3 — 2y 1/ r 2 — ( — I = einbc schrieben werden 

können? 

480. Über der Grundlinie c sind beliebig viele Dreiecke 
konstruiert, welche alle in dem Winkel an der Spitze überein- 
stimmen. Auf welcher Kurve liegen die Höhenpunkte dieser 
Dreiecke? 

481. Die Seite c eines Dreiecks und der gegenüber liegende 
Winkel C sind konstant, die übrigen Stücke veränderlich. Welches 
ist der geometrische Ort des Mittelpunktes des einbeschriebenen 
Kreises ? 

482. Gegeben sind der Kreis x^ -{- y 2 = r 2 und die gerade 
Linie Lx -f- My -f- j>7" = 0. Der Pol P des Kreises möge auf 
der Geraden fortrücken. Welche Linie beschreibt dann der kreis- 
verwandte Pol? 

483. Gegeben sind zwei Kreise K und K v Der Punkt P, 
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welcher als Pol bezüglich des Kreises K betrachtet wird, gleite 
auf der Peripherie des Kreises K t fort. Welche Linie beschreibt 
der kreis verwandte Pol? Die Centrale beider Kreise möge Ab- 
seissenachse sein, der Mittelpunkt des Kreises K Koordiuaten- 
anfangspunkt. Die Gleichung des Kreises K wird also x a -|-y 2 =r 3 J 
die des Kreises E t (x — %) s -f- y ä = r t a sein, 

484. Wie gestaltet sich das Resultat der vorigen Aufgabe, 
wenn die Peripherie des Kreises K t durch den Mittelpunkt des 
Kreises K geht? 

Kreise, welche durch zwei Punkte gehen. 

485. Gegeben sind die Gleichungen zweier Kreise 
K t = x* -f f + Ä,x + B L y + C, — 0, 
E, — x? + f + A,y + B,y + 0, = 0. 

a) Welches Gebilde entspricht der Gleichung K r + JfcK ä = 0, 
wenn man h alle möglichen reellen Werte erteilt? 

b) Welches ist die Gleichung des Mittelpunktes des Kreises 
E 1 + fK s = in Linienkoordinaten, wenn die Gleichungen 
der Mittelpunkte der Kreise ÜT-, nndK i M l =0 und M 2 =0 sind? 

486. Welches ist die Gleichung eines Kreises, der durch die 
Schnittpunkte der beiden Kreise K t = 0, K s = und durch den 
Punkt (x 1 , y % ) geht? 

Beispiele, aj E t = x 2 -\- if — 6x — lOy — 15 = 0, 
Ä" a ~ z 2 + y* + 2« + ±y + 20 = 0, 
«j = 0, & = 0. 
b) Z' 1 e= s 2 + ?/ 2 — 4* — Uy + 37=0, 
£s = « ä + y 2 + 16« — 26# + 220 = 0, 

% — - i , y, — + 2. 

487. Gegeben sind zwei Kreise JT, =0, JZ, = 0. Es soll 
mit dem Eadius r ein Kreis beschrieben werden, der durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kreise hindurch geht, 
die Gleichung desselben? 

Beispiel. K t ==a; ä ■+■ y- — Gx — 2y — 26 = 0, 
Äs = 3? + f + 2x — iy — 1 1 = 0, 
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488. Gegeben sind die beiden Kreise K, — 0, E 2 = und 
die Gerade Lx + My + N = 0. Es ist die Gleichung eines Kreises 
zu bestimmen, der durch die Schnittpunkte der beiden Kreise geht, 
und dessen Mittelpunkt auf der gegebenen Geraden liegt. 

Beispiel. X,ee^ + /-^- 1( >y — 15 = 0, 
K i = X* + f+2x+ 4»/ + 20 = 0, 
5z — 3*/— 7 = 0. 

489. Durch die Schnittpunkte der beiden Kreise 
#i = x 2 + f + ix — 14?/ — 68 = 0, 
K, == x* + f - 6^ - 22»/ + 30 = 

ist ein Kreis zu legen, der von der X-Achse berührt wird. 

490. Die gegenseitige Lage der beiden Kreise 

« a + V* = r\ 

ist aus den Konstanten r, r x und a zu bestimmen. 

491. Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Kreise 

?} -|_ f = 16 und ix — 5) 3 -f y* = 9? 

Badikalaehse und Radibalcentrum. 

492. Welches ist die Gleichung der gemeinschaftlichen Sehne 
(Badikalaehse) der beiden Kreise K L = 0, E, = 0? 

Beispiele, a) (x — 2)* + (*/ - 3) 2 = 16, 
0+l) s + (^-4) 2 =25. 
b ) ^ + 5)^ + ( s+ 6) s = 9, 
C*~7) s + (»- ll) a =16. 

493. Wo liegt die Radikalachse zweier konzentrischen Kreise? 

494. Welches ist die Gleichung der Badikalaehse des Kreises 

K, ={x - «O' + G» - KT- V= o 

und des Punktes («g, & 2 )? Welchen Winkel schliefst die Badikal- 
aehse mit der Polare des Punktes (<%, \) bezüglich des Kreises 
X, = ein? 

Beispiel. x* -f f + hx + 12«/ — 7 = 0, 
«ä = 17, 6 ä = 11. 
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495. Welches ist die Gleichung der Radikalachse der beiden 
Funkte % = 3, 6[ = 5, und <t a = — 4, 6 ä = 7 ? 

496. Welches ist die Gleichung der Kadikaiachse des Kreises 
K = und der geraden Linie L = 0? 

497. Die Radikalachse des Punktes i* und einer Geraden L 
ist zu bestimmen. 

498. Es soll der geometrische Ort eines Punktes gefunden 
werden, von dem die Tangenten an die beiden Kreise K± = 0, 
K 2 = gezogen sieh wie m zu n verhalten. 

499. Auf welcher Linie befinden sich die Punkte, vou denen 
sich gleiche Tangenten an die beiden Kreise K x = 0, K 2 = 
ziehen lassen? In welcher Beziehung steht der geometrische Ort 
des Punktes zur Radikalachse beider Kreise? 

500. Welches ist die geometrische Bedeutung der Gröfse h 
in der Gleichung E 1 — kK % = 0? 

501. In welcher Beziehung steht die Radikalaehse der beiden 
Kreise K x = und E 2 = zu den gemeinschaftlichen Tangenten 
derselben? 

502. Es ist zu zeigen, dafs sich die Eadikalachsen von drei 
Kreisen K t = 0, K^ = 0, Äg = in einem Punkte (dem Radikal- 
centrum) durchschneiden. 

503. Welches sind die Koordinaten des Radikalcentrums der 
drei Kreise 

(s + 3)> + (,-!!)■ -16, 

(z + 4)' + (» + 5) ! _9? 

504. Von welchem Punkte lassen sich gleiche Tangenten an 
die drei Kreise 

3* + 2/ 2 = *, 

s* -|_ y » _ 14» — 72 = 0, 
z s + ^ + 6* + 16*, + 37 = 
ziehen? Wie lang ist jede derselben? 

505. Es ist die Gleichung des Kreises zu bestimmen, welcher 
die drei gegebenen Kreise 
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% 2 + II 2 — 14* — I8y + 94 = 0, 

** + y B + 6«— ±y — 3 = 0, 

tf ä + y 2 + 8a + 10»/ + 32 = 
rechtwinklig durchschneidet. 

506. Gegeben sind zwei Kreise 

a; 3 + if — 2x + 6*/ — 15 = 0, 
ar* _f_ #» + i4^ _f_ isj, + 81 — 

und der Punkt d 1 = 3, ^ = — 7. Welches ist das Radikalcentrum 
dieser drei Gebilde? 

507. Es soll die Gleichung ein^ Kreises gefunden werden, 
der durch den Punkt a t = — 5, Bj = — 4 geht und die beiden 
Kreise 

** + »* — 4* — 6# + 9 — 0, 
^ + ^ + 6^-4^ + 4 = 
rechtwinklig durchschneidet. 

508. Es ist das Radikalcentrum des Kreises 

« 2 + # s — 4# — ßy — 12 = 
und der beiden Punkte % = 3, öj = — 4, a ä = ■ — 5, 6 S = — 5 
zu bestimmen. 

509. Durch die beiden Punkte a 2 = — 4, ftj = 3 und 
«j = — 2, & a = — 3 ist ein Kreis zu legen, der den Kreis 

z 2 .+ */ 3 — 6a: — 7 = 
rechtwinklig durchschneidet. Welches ist die Gleichung desselben? 

510. Wie läfst sich durch eine einfache Konstruktion die 
Radikalachse zweier Kreise K t = 0, K s = finden, wenn sich die- 
selben weder schneiden noch berühren? 

Das Kreisbüschel. 

Erklärung. Alle Kreise, welche sich in zwei festen Punkten 
schneiden, bilden ein Kreisbüschel, 

511. Welches ist die Gleichung eines Kreisbüschels, wenn 
die gemeinschaftliche Centrale aller Kreise mit der X-Achse, die 

R;ulikii,ki(;hse mit der Y-AcIim; xuKamni^ni'iiUrV 
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512. Welche Werte mufs man der Konstanten Jfc in der Gleichung 

x* + $* — 2hx + f — 
erteilen, um die Gleichungen der Punktkreise des Büschels au erhalten? 

513. Unter welcher Bedingung kann ein Kreisbüschel über- 
haupt Punktkreise besitzen V 

514: Es soll die Gleichung eines Kreisbüschels bestimmt 
werden, wenn die Schnittpunkte mit der Radiknlacliii- gegeben sind. 

515. Gegeben sind die Gleichungen der beiden Punktkreise 
des Büschels (x + ff + y 2 = 0. Welches ist die Gleichung des 
Büschels? 

516. Gegeben ist die Gleichung eines Kreisbüsehels 

x 3 + if- 2ÄÄ + / 3 — 0. 
Es ist nachzuweisen, dafs der mit der X-Achse zusammenfallende 
Durchmesser jedes Kreises durch die beiden Punktkreise harmonisch 
geteilt wird. 

517. Gegeben ist ein Kreisbüschel , welches der Gleichung 

entspricht. Es soll derjenige Kreis desselben bestimmt werden, 
dessen von dem Punkte (x u f/J aus gezogene Tangente die Gröfse ( hat. 

518. Wie läfst sich nachweisen, dafs diejenigen Kreise, 
welche alle Kreise eines Büschels rechtwinklig durchschneiden, 
ebenfalls ein Kreisbüschel (das konjugierte Kreisbüschel) bilden? 
Welches ist die Gleichung des konjugierten Büschels, wenn die 
des ursprünglichen Büschels x 2 + y % — 2kx + f = ist? 

519. Die Gleichung eines Kreisbüsehels ist 

a?-\-f — 21cx + f* = 0. 
Wie liegen die Punktkreise dieses Büschels au den Kreisen des 
konjugierten Büschels? Welches ist die Radikalachse des kon- 
jugierten Büschels? 

520. Gegeben sind die Gleichungen von zwei konjugierten 
Kreisbüscheln 

^ + SF i_S* iP + /i_0 1 

j + f — 9ilP -f _ . 
Wie liegen die Polaren der Schnittpunkte des zweiten Büschels 
bezüglich der Kreise des ersten? 
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521. Gegeben ist ein Kreisbüschel 

# a + 2/ 2 — 27cx + f = 
und der Kreis (se — af -\- (jf — &) 2 = r s . Es soll derjenige Kreis 
des Büschels bestimmt werden, der den letzteren Kreis rechtwinklig 
durch schneidet. 

522. Wie liegen die Polaren eines Punktes (x n y t ) bezüglich 
der Kreise des Büschels ar* + p 3 — 2hx + f = 0? 

523. Gegeben ist das Kreisbüschel $ -f- if — 2ft# -J- f* = 
und der Punkt (%, #j). a) Welches sind die Koordinaten des har- 
monischen Poles zu (x u t/j) bezüglich des Büschels? b) Iu welchem 
Verhältnis wird der Abstand dieser beiden Punkte durch die 
Radikalachse geteilt? e) Welcher Satz gilt von den Punkten, in denen 
die Verbindungslinie der beiden harmonischen Pole von den Kreisen 
des Büschels geschnitten wird? 

524. Beschreibt man über den Abständen harmonischer Pole 
bezüglich eines Kreisbüschels Kreise, so bilden diese ebenfalls 
ein Büschel. Welches ist die Gleichung desselben? In welchen 
Punkten schneiden sich alle Kreise ües letzteren Büschels? 

525. Gegeben sind zwei Kreise 

Ki == y* + x* — %\x — f •=■ 0, 
£s = »* + «* + 2 V — f = °- 

Es soll ein Kreis bestimmt werden, der beide schneidet, so dafs 
die gemeinschaftlich er> Sehnen Durchmesser der gegebenen Kreise sind. 

526. Auf welcher Linie liegen die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche zwei gegebene Kreise K v K% so schneiden, dafs die gemein- 
schaftlichen Sehnen Durchmesser der letzteren sind ? (Sekundäre 
Radikalachse.) 

527. Es ist zu zeigen, dafs die Kreise, welche die Peri- 
pherien von K L und K^ halbieren, ein Büschel bilden. Welches 
ist die Radikalachse desselben? 

528. Wie läfst sich nachweisen, dafs die sekundären Radikal- 
aehsen der drei Kreise 

(« - <•,)' + (9 - »,)' - <-,', 
(*-„,)< + (,-&,)•_,,•, 

(•-«.)' + fr -tf-V 

durch einen Punkt gehen? 
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529. Gegeben^gind drei Kreise 

tf-\-X* - 2s- 9 = 0, 
»■ + ^ + 8* -9—0, 
p ! + s* — 6p — 10a: + 18 = 0. 
Es soll ein Kreis gefunden werden, der die gegebenen Kreise 

30 sehneidet, dais die gemeinschaftlichen Sehnen Durchmesser der 

letzteren sind. 

Gemeinschaftliche Tangenten zweier Kreise; Ähnlich- 
keitspunkte, Ähnlichkeitsachsen. 

530. Gegeben sind die beiden Kreise 

K x == (x - a t ) a + (y- h)' - r> — 0, 

ff, = (x - a 2 f + (y - b 2 f - r 9 * = 0. 
Welches sind die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten 



Beispiele. 

a) .ff, = (x - 11) B + - 9)* - 16 = 0, 
K, = (x- S^ + Cy-l)'- 4 = 0. 

b) K,. ~ (x - 5) a + {y — 3) a — 16 — 0, 
Kj = (« — 4) 8 + y a — 9 = 0. 

531. Gegeben sind die Gloichungeu zweier Kreise 
Kl = (s - «0 3 + fr - &i) s - r, 1 = 0, 
E, = (a> - %) a + (ff - 6 a )' - V = 0- 

Welches sind die Koordinaten des äufseren Ähnlichkeitspunktes 
derselben? Welches die Koordinaten des inneren Ähnlich keitspunktes? 
Beispiel. ^ ~ (* — ll) ä + {> — 3) a — 36 = 0, 
*i = (* — lf + & + 7) 3 - 25 — 0. 

532. Wo liegen die Ähnlichkeitspunkte zweier Kreise K t 
und ff 3 , wenn die Radien derselben gleich sind? 

533. Wo liegen die Ähnlichkeitspunkte zweier Kreise ff, 
und K 2 , wenn dieselben sich von innen oder von aufsen berühren? 

534. Gegeben ist der Kreis (x — a^f •+-(?— &,)* = r,* 
und der Punkt (0%, & ä ). Welches sind die Koordinaten der Ähnlich- 
keitspunkte beider? 
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535. Wo liegen die Ähnlichkeitspunkte, der beiden Punkte 
(«!, 6j) und (« a , 6^)? 

536. Gegeben sind der Kreis (x — a^ -\- (y — &,) ä = rf 
und die gerade Linie Ax -4- By + (7 = 0. Wo liegen die Ähn- 
lichkeitsp unkte derselben? 

537. Die Gleichungen der Mittelpunkte zweier Kreise sind 
A s = 0, A 2 = 0. Wie wird der Abstand der Mittelpunkte durch 
die Ahnlichkeitspunkte der Kreise geteilt? 

538. Gegeben sind zwei Kreise 

K, = (■ - «,)' + (» - 6,)" - r,' - 0, 
Äi = (* - «■)» + - »,)' - r, 1 - 0. 
Durch die Punkte, in denen dieselben von den Polaren des änfseren 
Ähnlichkeitspunktes geschnitten werden, soll ein Kreis gelegt werden. 
Welches ist die Gleichung desselben? In welchem Verhältnis wird 
die Centrale der beiden Kreise 2f, und K 2 durch den Mittelpunkt 
dieses Kreises geteilt? 

539. Gegeben sind drei Kreise 

E ± == (x — a,) 2 + (_y — &J ä — V = 0, 
**=(»- <*>' + <* — *&- i-.'-O, 
X, = (« - « 3 ) a + - & 3 ) 2 - r,' = 0. 
Es ist au zeigen, dafs die drei äulseren Ähnlichkeitspunkte der- 
selben auf einer geraden Linie liegen. Welches ist die Gleichung 
dieser Geraden (Ähnliehkeitsachse) i 

540. Gegeben sind drei Kreise K L = 0, K 2 = 0, K s = 0. 
Welche Lage haben die inneren Ähnlichkeitspunkte derselben zu 
den äufseren? 

541. Gegeben sind drei Kreise 

«■ + »• — 16, 
(x — 5) a + «/ B = 81, 
(x - 7) a + (y - 10) B = 4. 
Welches sind die Gleichungen der vier Ähnlichkeitsachsen derselben? 

542. Zwei Kreise E 1 und E 2 werden von dem Kreise K s in 
den Punkten i\ und P ä berührt. In welchem Punkte schneidet 
die Gerade P,P 2 die Centrale der beiden Kreise E 1 und &/? 
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543. Gegeben sind üwei Kreise K L und üT ä . Es soll ein 
dritter Kreis K 3 konstruiert werden, der beide Kreise berührt und 
zwar den zweiten im Punkte P. 

544. Durch die beiden Kreise 

K, = (x — a,f + (y — W) 2 - r x a = 0, 

K, = (x — a,f + (ff - b,f - r t * = 

ist ein Büschel bestimmt. Es sollen diejenigen Kreise des Büschels 

K Y -j- fcjf s = gefunden werden, deren Mittelpunkte die Ähnlich- 

keitsnunkte der Kreise K t und K 2 sind. 

545. Gegeben ist ein Kreis 

Z, = (» - «,)■ + (|, - S,)' ~ »-. s - 
und die beiden Punkte (#j, # x ) und (a^, y^). Welches ist die 
Gleichung des Kreises, der mit dem Kreise K Y die gegebenen 
Punkte zu Ähnlichkeit« punkten hat? 

Beispiel. K^ = (as — l) s + (ff — 4) a — 121 = 0, 
jCj = 5, ff, = 20, £, = 9, ff 8 = 36. 

546. Gegeben sind der Kreis K x ^= x 2 -{- ?/ — j-j 2 = 0, der Punkt 
P (», 6) und der Punkt P, (aT 1( 0). Es soll ein Kreis bestimmt 
werden, der durch P geht, so dal's P, äufserer Ähnlichkeitspunkt 
des gegebenen und gesuchten Kreises wird. 

547. Gegeben sind zwei Kreise 

%! = s? + ff" — r, 2 = 0, 

JT 2 = {x - a. 2 y + f~ V = 0. 
Über dem Abstände der Ähnlichkeits punkte dieser beiden Kreise 
als Durchmesser sei ein Kreis konstruiert. In welchem Verhältnis 
stehen die Winkel, unter denen von den einzelnen Punkten der 
Peripherie dieses Kreise.-: diu gegebenen Kreise erseheinen? 

548. Gegeben sind die beiden Kreise 

E, = {x- a x Y + {y~ b,) a — V — 0, 
*, = («- aj? + (y — h 2 f — r* = 0. 
Über dem Abstände der Ahnlichkeitspunkte dieser Kreise als Durch- 
messer sei ein Kreis beschrieben. Wie liegen die Eadikalachsen 
dieser drei Kreise? 

549. Wie liegen die Polaren der Ahnlichkeitspunkte bezüg- 
lich der Kreise ÜTj und K 2 zu der Badikalaehse derselben': 1 
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76 Der Kreis. 

550. Gegeben ist der Kreis ü", und drei Punkte, welche 
auf einer Geraden liegen, JP,, P 2 , P 3 . Es sollen awei Kreise K 2 
und K a gesucht werden, so dafs die gegebenen Punkte äufsere 
Ähnlichkeitspunkte dieser drei Kreise werden und zwar P, von K t 
und JT 2 , P 3 von if ä und K s , P 8 von K H und E v 

^ — {x- Sf + (y - %f - 25 = 0. 

(P,) ^ 2, ft f (P 2 ) <H 8, ft - - 6. 

(P 3 ) x 3 = — 32, */ 3 = — 28. 

Das Taktionsproblem. 

Das Problem des Apollomus fordert die Bestimmung eines 
Kreises, der drei gegebene Kreise berührt. Da nun der Punkt 
und die Gerade ebenfalls als Kreise anzusehen sind, nämlich der 
Punkt als ein Kreis mit unendlich kleinem Radius, die Gerade 
als ein Kreis mit unendlich grofsem Radius und unendlich fernem 
Mittelpunkte, so besteht das Problem aus zehn einzelnen Aufgaben. 
Zwei dieser Aufgaben sind bereits in 434 und 451 gelöst. Die 
übrigen acht mögen hier Platz finden. Die Lage des Koordinaten- 
systems ist für die folgenden Aufgaben so gewühlt, dafs die Lö- 
sungen sieh in möglichst einfacher Weise durchführen lassen. 

551. Es soll ein Kreis bestimmt werden, der durch die beiden 
Punkte P t und P a geht und von der Geraden & berührt wird. 

Beispiel. (Pj *, = 0, Vl = 2. (P ä ) x 2 = 0, y s 2. 

&==g— tx — 7=0. 

552. Durch die beiden Punkte P t und P 2 ist ein Kreis zu 
legen, welcher den gegebenen Kreis E 1 berührt, 

Beispiel, (P 1 )^ 1 =0, y, — 8. (P a ) % — 0, t/ a — - 3. 
K = {x - 4) 2 + (> + 3) 2 - 4 = 0. 

553. Welches ist die Gleichung eines Kreises, der durch 
den Punkt P t geht und von den beiden Geraden G 1 und Q i be- 
räbrt wird? 

Beispiel. (P,) hj, = 3, & — 8. 

G i =& = 0. # s = 12 y — 35# = 0. 

554. Gegeben sind: der Kreis K lt die gerade Linie G i und 
der Punkt P v Es soll ein Kreis bestimmt werden, der durch 
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den Punkt P t geht und von der Geraden G l und dem Kreise K y 
berührt wird. 

Beispiel. K^ = s? + (j/ — G) 2 — 9 = 0. 

& 1 =ü = 6. (PJ «, = 5, Si — 2. 

555. Durch den Punkt P, soll ein Kreis gelegt werden, 
welcher die beiden Kreise H", und E s berührt, 

(PO a^ — 0, K — 0; ^ = - 6^» + x 2 — r* = 0, 
Zs = (x - « ä ) ä + (y - fc a ) 2 - r s » — 0. 

556. Es ist die Gleichung eines Kreises zu bestimmen, der 
die beiden Geraden &, und G 3 und den Kreis K t berührt. 

(?i = y = 0, (? ä = i^cos^j -f- i/siiiyj — p ± = 0. 
^ == «■ + & - ö,) ä - r, 1 — 0. 

557. Gegeben sind die Gerade (? 1 und die beiden Kreise 
K x und K%. Es soll ein Kreis bestimmt werden, der die Gerade 
und die beiden Kreise berührt. 

G 1 = y = 0, K y = x* + — 6j) ! — r/ — 0, 
JST, = (■ - «a) ä + - 6 a ) ä - r," = 0. 
Beispiel. ^ =y = 0, £", = # 3 + (tf — 3) 3 — 4 = 0, 
K, m (« — 5) ä + — 2) a — l = 0. 

558. Es soll ein Kreis gefunden werden, der die drei Kreise 

*! = (• ~ %) s + — &0 2 — r t * = 0, 

J^ = (* - %) a + (|l - 6 S ) 2 - r a 2 = 0, 

Ä, = (* - « 3 ) 3 + (? - b 3 ) ä - r a » = 
berührt. 

Beispiel. 

K t == r* + / - 1 = 0, 

«i = a; 2 + - ö) 3 - 9 = o, 

Äi = (x — 3) a + ( S — 3) ä — 4 = 0. 
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1—3. Einfache Konstruktionen. 

4. Die gesuchten Ordinaten sind: 

ft ) y = — 1, b) y = 11. 

5. Die Koordinaten der Punkte sind: 

a) x => 2, y — — 7. h) # = — 9, */ = — 5. 
0)^ = 4,^ = 3; tf a = — 2, ft «= 9. 

d) ^ 1, ft 12, ^ = 1,^ = 12, 

% — — 4, */ s = — 3, «i = 4, y t = 3. 

6. Die Anzahl der Punkte ist gleich $>q. 

7. Die Koordinaten der Punkte auf den Achsen sind: (+ a, 0), 
(0, + a), die des Koordinatenanfangspunktes: (0, 0). 

8. Die Koordinaten der Ecken des Quadrats ^ind: 

■> (+f + i)' (- y + 5>(- f "!)•(+ f-i> 



i) (+ |V», o), (o, + f y »), (-|yä, o), (o, - iyr) 

. Sind die Koordina 
5 anderen (— aij, — 
0. Die Koordinaten < 

j_,iV/'i,_i. 

, rc 2 1 I 2 



9. Sind die Koordinaten des einen Punktes (a^, ^ ( ), so sind 
die des anderen (— m u — j/,), 

10. Die Koordinaten der Ecken des regulären 1 



*) 
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(— *-S)(-=! )(- 



11. Es ist d — ]/(«! — Xj) 2 + (>! — &)". 
Beispiele, a) 10. b) 13. c) 2."|/229. 

12. Mau findet 



Ä=y(* B -« 1 ) s +(y a -y 1 ) B +2C3!a~*.)(y 8 -yi)«'s60 =12,1243. 

13. dl = yV + V — Tr7r 3 eos ( Va — 9^) = 34,077. 

14. Man findet zwei Punkte, deren Koordinaten 



(o, Vl + Y# - V), (o. *t - V* - V) 

sind. Dieselben sind reell, wenn d s > a^ 8 , sie fallen ai 
d 2 = % ä , sie sind imaginär, wenn <2 3 < x L 3 ist. 

15. Die Bedingung ist (x, — 7) 2 + (y t + 2) a = 121, oder 

< + Z/, 2 — 14% + *2/i - 68 = 0. 

16. 26#+ 8y + 93 = 0. 

17. Man erhält 



s, — 1/(^ 3 — ajg)' + (% ~ j 3 ) 8 , Sa = ^(% — %) 2 + Qts — 2>i) ä > 

Beispiele, a) s,== 10|/lÖ, s 2 = 39, s 3 = |/44ö. 
b) fl , = ^949, 5 2 = ]/ 185, s, = V^66- 

18. s ,=j/41, Sa=]/l85, s s = 2]/89, s 4 = V4lÖ, 

^ = 9]/2, d ä =| / 673. 

19. Es ergeben sieb awei Punkte, deren Ordinalen 2 und 
— 8 sind. 



20. *=■ 



«ast + mxy _ n y 1 + w»y „ 

~« + m ' * «±1» 
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Ek existieren also im allgemeinen zwei Teilpunkte, von denen der 
eine auf der Strecke selbst, der andere auf der Verlängerung 
derselben liegt. Ist m = n, so liegt der zweite Teilpunkt in der 
Unendlichkeit. 
Beispiele. 

a) x = 10, y -= 7,5; »'= «>, y'= ». 

b) a; = -I , y — 0; ^ = - 16, y = 12, 

•) * — ~ A, y — m; ■*" — 16 4, y = m* 

21. Die Koordinaten der Halbienmgspunkte der Seiten sind 
(5, — 2), (2J, — 6i), (i, i), die des Schwerpunktes (2$, —21). 

22. Die Koordinaten des Schwerpunktes sind (f, 5^). Die 
Entfernung desselben von der zweiten Ecke beträgt 4.1/257, vom 
Koordinatenanfangspunkte \y 293. 

23. Der zweite Endpunkt besitzt die Koordinaten % = 6, 
y s = 23. 

24. Die gesuchten Punkte besitzen die Koordinaten (4, 8) 
und (8, 0). 

25. Der vierte Eckpunkt des Parallelogramms hat die Ko- 
ordinaten (13, — 1). 

26. Die Koordinaten des Teilpunktes sind (7£, — 31|). 

27. Sind (iBj, #,), (xj, y^, («3, # 3 ) die Koordinaten der Ecken 
des Dreiecks und wird die Verbindungslinie der beiden ersten 
Punkte im Verhältnis m zu n geteilt, so sind die Koordinaten des 
gesuchten Teilpunktes 

g («#! + mx 2 ) + p 1> + w) a 3 
— - (» + »)(*+*) 

(» + »)(«+*) 

28. Man setzt in diesem Falle # = #'-f-5, y = y' + 4 
und erhält so y = 5 k' + l 5 - 

29. k' 2 + */' ä = 25. 

30. Ee seien (siehe Fig. 1) X, Y die ursprünglichen, X v Y l 
die neuen Achsen. Wir bezeichnen OA mit x, PA mit #, OC 



y = - 



Hosted by 



Google 




mit %, PC mit y lt dann ergeben 
sich unmittelbar nach der Figur 
folgende Relationen: 
x=OB—FC=x 1 cosu—y 1 sinnt, 
y=BC+FP==x l siuct-\-y 1 msa. 
Also nimmt die gegebene Rela- 
tion, sobald sie auf das neue 

-Ä *~ Achsensystem bezogen wird, die 

Gestalt an 

y 1 cos et = f (x^ cos a — y t sin a). 



a ) Vi* + *i*9t.+ 2 «V sin a + SoaSj & cos ff = 0. 

b) x* — y* — a^ffj -f 2«! = 0. 



31. 



fift — - 




32. Der Drehungswinkel ist = 58" 16' 57". 

33. Es ist tg« -= ■£, demnach £> «= 54° 27' 44,3". 
34. Bezeichnet man die ur- 
sprünglichen Koordinaten des 
Punktes (P) OA und PA mit 
£ und y, ferner die Koordi- 
naten desselben Punktes in Be- 
zug auf das neue System OF 

FlB - 2 - mit #,, PF mit y.,, so er- 

geben sich leicht mit Hilfe von Fig. 2 die Trans form ations- 
form ein: 

X 3 !!_, y ^ "i , gl 

2 cos - 2 sin - 2 cos ^ 2 sin - 

Beispiel, «t 8 + y* + Sa^ = 0. 
35. Die Transform ations gleichungen sind: 

x = x 1 —y cot 60°, y = gl ■ 
1 ' * sin 60° 

Beispiel. 7V + S*i — ft' — 0. 
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36. Man findet mit Hilfe 
von Fig. 3 

x = OB = OA + FD 

y = P ß = VD + FÄ 

und daraus nach mehrfacher 
Anwendimg des Sinussatzes -/* -^ -* 

Fig. s. 

x = x * ä ™ ( tt ~ . y) _l ffi sin (« — (j? + y)) ( 
sin a sin a 

=, ^ sin y 4. »i sm Qj + y). 

J sine " 1 ~ sin« 

37. B + », sin « + Ä cos « = f (ö + «, cos « — fc sin «). 
Vergl. die Losungen der Aufgaben 23 und 30. 
Beispiel. 9i%i — 3 = 0. 



38. Durch Verschiebung des ur- 
sprünglichen Koordinatensystems er- 
hält man zunächst 


r 






9l + b «= 9 («, + a). 




Ij^U 










sich 




Fig. 1. 





p sin (# + a) + & = V (e cos (* + ff) + a). 

5 

»spiele. 1) p = — — ■ 



2)(?ä = co72»- 

3) e a = J a cos 2#. 

39. Die Transfonnationsgleichungen sind folgende: 



VV + y ä 
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8 Die gerade Linie. 

cos = ■ i tg & = &_, 

V # s + S* a! 

= axc(t g = |). 

Beispiele, l) VäF+V = £ arc (tg — |). 

2) (* + »■)* — »*«*• 

3) a;» + ^ — 5*^ = 0. 

Die gerade Linie. 

40. a) A ist die Tangente des Neigungswinkels der Geraden 
zur X-Achse, b das Stück, welches die Gerade auf der Y-Achse 
abschneidet — ß) p ist die Strecke, welche von der Geraden auf 
der X-Achse, q die Strecke, welche von derselben auf der Y-Achse 
abgeschnitten wird. — j>) p ist die Länge des vom Koordinaten- 
anfangspunkte auf die Gerade gefällten Lotes, <p der Winkel, den 
dieses Lot mit der X-Achse einsehliefst. — S) (a, b) sind die Ko- 
ordinaten eines bestimmten Punktes der Geraden, <p der Winkel, 
unter dem die Gerade zur X-Achse geneigt ist. 

41. Beispiele, l) Die Gerade läuft der Y-Achse parallel 
und sehneidet auf dem positiven Teile der X-Achse eine Strecke 
gleich a ab. — 2) Die Gerade fällt mit der Y-Achse zusammen. — 
3) Die Gerade läuft der Y-Achse parallel und sehneidet auf dem 
negativen Teile der X-Achse ein Stück gleich ö ab. — 4) Die 
Gerade läuft der X-Achse parallel und sehneidet auf dem posi- 
tiven Teile der Y-Achse eine Strecke gleich 2 ab. — 5) Die Gerade 
läuft der X-Achse parallel und schneidet auf dem negativen Teile 
der Y-Achse die Strecke 7 ab. — 6) Die Gerade geht durch den 
Koordinatenanfangspunkt und schliefst mit der X-Achse einen 
Winkel von 45° ein. — 7) Die Gerade geht durch den Koordinaten- 
anfangspunkt und schliefst mit der X-Achse einen Winkel von 
135° ein. — 8) Die Tangente des Neigungswinkels der Geraden 
zur X-Achse ist = J-; die Gerade geht durch die beiden Punkte 
(0, 0) und (4, 5). — 9) Die Gerade ist die Verbindungslinie der 
Punkte (0, 0) und (— 3, 7). — 10) Die Gerade schneidet auf 
dem positiven Teile der Y-Achse die Strecke a ab und ist gegen 
die X-Achse unter 45° geneigt. — U) Die Gerade schneidet auf 
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Die gerade Linie. 9 

dem positiven Teile der Y-Achse eine Strecke gleich 7 ab und 
schliefst mit der X-Achse einen Winkel ein, dessen Tangente 
gleich | ist. — 12) Die Gerade geht durch den Punkt (0, — 9) 
und ist der Verbindungslinie der Punkte (0, 0) und (3, l) parallel. — 
13) Die Gerade geht durch den Punkt (0, 3) und schliefst mit 
der X-Achse einen Winkel von 135° ein. — 14) Die Gerade geht 
durch den Punkt (0, — 11) und ist der Verbindungslinie der Punkte 
(0, 0) und (4, — l) parallel. — 15) Die Gerade schneidet auf dem 
positiven Teile der X-Achse die Strecke 6, auf dem negativen Teile 
der T-Achse die Strecke 7 ab. — 16) Verbindungslinie der Punkte 
(— 3, 0) und (0, 5). — 17) Verbindungslinie der Punkte (—11, 0) 
und (0, — 3). — 18) Das Lot vom Koordinaten anfangs punkte 
auf die Gerade gefallt ist = 5 und schliesst mit der X-Achse 
einen Winkel von 45° ein. — 19) Die Gerade geht durch den 
Punkt (3, 5) und ist der Verbindungslinie der Punkte (0, 0) und 
(3, 2) parallel. — 20) Die Gerade geht durch den Punkt (12, — 6) 
und ist gegen die X-Achsc unter dein Winkel «=150° 15' 19" geneigt. 

42. *.--§■ 

Beispiele, a) tg a = $, <C a = 59° 2' 10"; 

b) tg a = - T 7 T , fc « — 147° 31' 44". 

43. Wir setzen k(Lx -j- My -\- N) = x cos <p -}- y sin (p — j) = 0, 
Daraus folgt; kL = cos tp, kM = sin tp, kN = — p. Der Wert 

■ Das Vorzeichen der Quadrat- 

.-■*■ 

wurzel ist so zu wählen, dafs die alleinstehende Konstante 
negativ wird. 

Beispiele, a) — %x — $y ■= \ 
oder x cos 233° 7' 49" + y sin 233° 7' 49" = f ; 

b) tt* 4- A>> = 2 

oder x cos 22° 37' 11" + y sin 22° 37' ll" = 2. 

44. Die Gleichung der Geraden ist 



v- 


-Si 


*s 


=^ 


-*u 


>l = 


= #L 


— Vi 


X 1 ^ 


— s.*l 
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Die gerade Linie, 
a) y^2x~ 3; p = 



]/5' 



b) 8,7;/ + 2Zx — 58,7 = 0; p ■■ 



c) 1,4*— 2 >**" 



_ 58,7 
f/604,69' 



K6.37 



a) y+3a:+4=0, 5#— 3#~34=0, 2«/— 3a; — 1 = 0. 

b) 9«/ + 13# — 131,2 = 0, 71y + 31a; — 104,8 = 0, 
97«/ — 3a — 197,6 = 0. 

7y+lla;— 47=0, 13«/-4-38;£— 99=0, y— 16;e+5=0. 
Die Gleichungen der Seiten sind: 

= 0, |f— S*-ll, y— -|tf; 



j/ = 5», 6i/ + 5. 
die der Diagonalen: 

i/ = 0, Zy + 14» — 29 = 0. 
49. Die Gleichung der gesuchten Gerades 



-»i («■ + ») i "(»i !/, — ü,»i) + I» («,>, — »i ?,) 



y — Si a ~ — i — > — , — c v 

»fl^ 4" ™^2 — #3 ( m + M ) 

«jj -j- my 2 - 

Beispiel. 79;/ — 39» + 200 = 0. 

50. Die Gleichungen der Verbindungslinien sind: 

9«/ + ex — 85 = 0, 21«/ — 90z + 301 = 0, 

27y + 24a: + 43 = 0, 3y — 12« — 5 = 0. 

51. Die Gleichung der Geraden, welche durch die beiden 
Punkte (% lt j/J und (x 2 , y 2 ) geht, ist 



- *t ' 



- h ZLll 



{x - x,). 



Soll der dritte Punkt auf dieser Geraden liegen, so müssen auch 

die Koordinaten (x 3 , y a ) der Gleichung genügen, d. h. es mufs 

jf,(afc — x 3 ) -f- y 2 (x a — x,) + 2/ 3 (a!, — x 2 ) = oder 

01 & »3 



1 1 



= sein. 
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Die gerade Linie. 

52. y — p 1 = tg <p (x — #,). 

Beispiele, a) y — sj/3 — 1 -J- 2 )/3 = 0; 

b) 2/ — S — 14 = 0; 

c) 3» + x j/3 + 12 — 13 V? = 0, 

53. y - Y. aj + 2 ,5 - ]/3- 

54. y = 2,355853 ■ a; + 0,34. 



8 (2 + 1/2 ) 10 (2 + |/2 ) 
56. J + J--1. 






eispiel. 112/ — 6a; + 20 — 0; 31y — 6z — 20 = 0. 



58. Bezeichnen wir yx* + y* — j> s mit ä, so erhalten wir 
als Gleichung der gesuchten Geraden 

Es ergeben sich zwei reelle Gerade, wenn #i S -f-^i 2 >iA eine, 
wenn x^ + Vi = P 2 i st - 

Beispiele, a) 43a; +1/2376 y = 456 und 
34a;+y3Ö69 3/ = 455; 
b) 3g ~ 4k = 25. 



; 8 32 

1) d = #, sin y + x 1 cos ? 

2) d = 



_yi — $£x 1 - 



l/i + M 2 
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12 Die gerade Linie. 

yy + <? 
M + 3t yi + y 

Der Abstand ist positiv au nehmen, wenn der Punkt und der 
Koordinatenanfangspunkt auf dorselben Seite der Geraden, negativ, 
wenn beide Punkte auf entgegengesetzten Seiten der Geraden liegen. 
Beispiele. Die absoluten Längen der Lote ohne Rücksicht 
auf das Vorzeichen sind: 

»HVIS; »O^P; <=>». 6 ; i)Y*i: .) o. 

61. Bezeichnen wir die Höhe des Dreiecks, welche durch 
(^ii^i) S eri ti nu ' i ^r> das Lot vom Koordinatenanfangspunkt auf die 
durch (# 21 y 3 J und (x$, y 3 ) gehende Seite mit A x ' u. s. f., so er- 
halten wir 

Ä = * h = J , 



n% - ^ + c»i - *y 

wo ft = £ t (> ä — &) + »sO* — Vi) + ^(ft — 9i) ist > femer 



]/(^ — # s ) 2 + (gj — # 3 ) 2 T/(.r s — #,)* + (y 3 — y,) 3 



22l / 4Ö5 , 99T/520 , 198 

45 260 "K97 



ft 1 '=^-]/405 5 

o l/ooc 



198 



'to-^+fo 


— &)' 


99/52Ö 
260 


*3 = 


2V52Ö 
2 ~ 65 


Äg' = 


4 1/356 


% = 


, 61 "^356 





]/l>7 
8 1/202 



, 100"|/386 , ,_ 61>/356 _34"|/202 

Ä i — ~~ TS«" - ' *» — i7R ' * ~ im ' 
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Die gerade Linie. 13 

62. Die Abstände der beiden Geraden vom Koordinaten- 

1 7 

anfangs^ unkte sind —= und —= • Da der Koordinatenanfangs- 

y 82 y82 

punkt zwischen beiden Geraden liegt, so ist der gesuchte Abstand 

41/82 
beider Geraden ■= ,_ ■ ■ 
41 

63. Bezeichnet man die Gleichung der gesuchten Geraden 

mit y = Mx + «, so sind die Werte der Unbekannten M und n 

y 2 — Mx 2 — n 
bestimmt durch die Gleichungen y l ^=Mx 1 -j-n und a=— -, — -f~ä~' 

Im allgemeinen ergeben sich demnach für jede der Unbekannten 

zwei Werte, es werde» also zwei Gerade der Anforderung genügen. 

Beispiele, a) 8y — Ix — 14 = 0, 7y + 8x — 97 = 0; 

b) 3y— Ix — 15 = 0, 7y + Zx — 93 = 0. 

64. Man erhält zwei Gerade, welche der Anforderung ge- 
nügen. Die Gleichung der ersten ist 

a\, — a^ x 3 — x a 

die beiden Punkte fo, j/ s ) (#j, y s ) liegen auf derselben Seite 
dieser Geraden. Die Gleichung der zweiten ist 

&+& — 2 #i ,'ffifo + « fc — 230 — «i(ft + y 3 — 8>i) ; 
V Xi+x 3 — 2^ " l ~ ^4-^ — 2;«, 

die beiden Punkte liegen auf verschiedenen Seiten derselben. 

Beispiele, a) 6y — <c — 59 = 0, 2^ — 13* + 69 = 0; 
b) 73/4-8^—19=0, 3y+ 16s + 17—0. 

jV3(M + ■»?! + ■») 

llO. » = ; ----- ' 

YL a + ]& — LM 

66. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: 

_ ffjKa — W t M 1 _ LjS t — Ls N i 

X L^Mz — L 2 M^ y ~ X^j — LaXi' 

Bestehen zwischen den Konstanten die Relationen 
L,M 2 - L 2 M, = 0, £,#, - L^ = 0, M,N^ - M s N t = 0, 
so wird * = y = %. Die beiden Geraden fallen dann zusammen. 
Man erhält in diesem Falle die Gleichung der einen Geraden aus 
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14 Die gerade Linie. 

der der andern durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor. 
Ist nur L X M % — L^M t = 0, so liegt der Schnittpunkt in der 
Unendlichkeit, d. h. die beiden Geraden sind parallel. 
Beispiele. 

a,)x = 5, y = 1; h)x= — -fc, * — ' »ft; 

e) s — ltf, y — 5|$; d) x 14ÄV, y 3-fly. 

67. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: 

= fa^a ~ &O0* — «0 — (ft*t — g ^fa — *d 

{Vi — *)(* — «d — is — ^fc^ — ä) ■ 

„ _ (gi% — ftap fa — g|) — fe — &%) (g t ~ gi) _ 

C?* — ft)fa — *i) — (*i — 0|)Oa — ft) 
Beispiel x \, y = - 8|. 

68. Beispiele. 

a) x, = 16|, y, = - 22|; ^ 9*, y, = 2$; 

^3 = ?,&,= 9- 

b ) *i = 1H. ft — — 2^; afc = 41^, y 3 10tf ; 

^3 - 12H, % - 6A- 

69. a) Die Gleichungen der Schwerpunktstransversalen sind 

x — 4 = 0, 32/ + 19# — 78=0, 3y — 4a;+14 = 0: 

b) die Koordinaten des Schwerpunkts: x = i, y = |, 

c) die Abstände des Schwerpunkts von den Seiten des 
Dreiecks : 

d, = || 1/29, rf 2 = ÄV ^82, <*. - *¥r V™- 

70. Die Längen der Seiten sind: 

s, = 2 yTÖ, fi a — 2 ^34, S 3 = 4 T/13; 
die Längen der Höhen: 

71. Man findet die Bedingungsgleichung dadurch, dafs man 
aus zwei der gegebenen Gleichungen x und */ berechnet und die 
gefundenen Werte in die dritte Gleichung einsetzt. Dieselbe ist 
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L x X 2 L 3 

M,M 2 M, 



= 0. 



Mi N a N t 
a) ^(6, - 6g) + ^ s (6g - ö,) + ^(Ji - 6g) = 
72. Die Gleichungen der Mittellinien sind: 
tf(x 3 + *g) — xy 3 = 0, 
y(a!j — 2a:,) — xy ü + a^ft = °. 
y(2a^ — a^) — 2®y s + a^ 3 = 0. 
Da die Determinante der Konstanten 

-f-* s % — 2# 3 2a! 3 — x 2 

-Sa — y 3 — 2 #s 

gleich Null ist, so gehen die drei Geraden durch einen Punkt. 



73. &)A 1 ^A i , b) 



AA =0. 
I Sifc I 

74. Die Koordinaten der Eckpunkte sind: 

«i = 3A, ft — Ai * = J A, * = *Ai 

«s — — A. »> - H; ** = 2-A fc 2H; 

die Gleichungen der Diagonalen: 

23» + x ~ 18 = 0, ly + 49* — 82 = 0; 
die Koordinaten des Durchs ehnittspunktes derselben: 

* - i-S, Ss - t- 

75. Die Längen der Seiten sind: 

4 — 2 1/17, s 2 = 2 V5, s 3 — 5 ^2, S 4 = V^3 ; 
die der Diagonalen: ^ = 1/149, d 2 = 5 "(/2. 

76. Die Koordinaten der Eckpunkte sind: 

3V=1, &=!>; «a=:7, # 3 =0; # 3 =4, &= — 9; x i =0, ?/ 4 =0; 

% 10J, s, 5 =-52£; ^=-4A, y 6 = 9Ä; 

die Gleichungen der Diagonalen: 

3j/ + 14* — 29 = 0, j/ = 0, 62*/ — 600* — 3045 = 0. 
Die Halbierungspunkte der Diagonalen liegen auf einer Geraden, 
deren Gleichung y — 2$ -{- 7 = ist. 
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77. Bezeichnen wir das gesuchte Teilung s Verhältnis mit — 
iit x, y, so ist 
der Schnittpunkt 



und die Koordinaten des Teilungspunkte: 

»% + mxa ny x + my % 

x = : 7 y = . > wen 

n -\- m n ~\- m 

zwischen den gegebenen Punkten liegt, dagegen 



-«tflg __ ny 1 — my i 



wenn sich derselhe auf der 
n — m " -n — m 

Verlängerung der Verbindungslinie befindet. Da x, y zugleich der 
Gleichung der gegebenen Geraden genügen müssen, so crgiebt sich 
im ersten Falle 
m JiE 1 + 3fy 1 H-.y . .. «M Xafr-j-Jtfjfr+Jf , 

"n L^+MyJ+N' ™ aW6lten * " Lx. + My, + N' 

») ^=iVri »>)-=**£ 
78. Da die Verbindungslinie der beiden ersten Punkte der 





»-*-i=s< 


>-«,) 






entspricht, so findet man leicht (vergl. 


Lös. 77) 






m 


&fe — «sJ + ysC^s - 


«i) + M( 


aj, — scg) 




n 


9lfe — *<) + »! (»« — 


■0 + r«( 


*i — ^) 




Bei: 


ipieL j--«. 








79. 


Nach der Lösung der Aufg. 


77 findet 


man 




t\B~ 


Lx x + 2fy x + N BA, 

Lxs + My 3 + N' A t C 


Ix 2 
Lx s 


+ ** + 


..V 


CS l 


Lx z + My 3 + Jf 








B,A 


Lx L + M yi + N 








Durch Multiplikation ergiebt sich 










AC 1 -BA 1 -CB l 


■■ — 1. 







O l B-A l 0-3 l A 

80. AA 1 BB 1 -CC 1 -DD l -=A t B-B 1 0-C 1 D.D 1 A. 

81. Nach dreimaliger Anwendung der Lösung von Aufg. 78 
und Multiplikation der gewonnenen Resultate findet man 

AC y ■ BA, ■ CB 1 = BC\ ■ CA X ■ AB V 
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Die gerade Linie. 



2J = y 1 (e a — Og) 4-J/s( a; s — *t) + ft(*i — *«) = 



Die geometrische Bedeutung der in der Lösung von Aufg. 51 
gefundenen Formel ist sonach: Drei Punkte liegen in einer ge- 
raden Linie, wenn der Inhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks 
gleich Null ist. 

Beispiele, a) 26 D; b) 97,5 D; e) 96,5 D. 



83. J- 



V?- 



84 Berechnet man aus den Gleichungen der Seiten die 
Koordinaten der Ecken und setzt dieselben in die Inhaltsformel 
(s. Lös. 82) ein, so erhält man 

~" " (£, X t — L, Mij(L, M 3 — L s MJ (L a M i — L L M & ) 
Drei gerade Linien schneiden sich in einem Punkte, wenn der 
Inhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks gleich Null ist. 
Beispiele, a) 36 D; b) 32,2 U. 
85. / = 10,5 D. 

J= 1877,625 O. 

J = l (33 — Y~3) D = 72,95848 . . D. 
88. J 1 :<r ä = 7:12. 

Die Koordinaten der Hai bievungsp unkte der Seiten sind: 
< - 2, yl 34; < — — ^, y s ' = - 2|; < 3-&, 

fc' = »fi 

demnach der Inhalt des eingeschriebenen Dreiecks gleich 4-^ D. 

90. Die Koordinaten der Teilpunkte sind: 

%' = 6, y,' = 6; x s ' — — £, Ä ' = 1$; a^' = 1, y,' = 9|; 
demnach der Inhalt des Dreiecks gleich 18j 7 5 D. 

91. Sind (x u yj, (# 2 , ^ s ), (%, # 3 ) die Koordinaten der 
Ecken des gegebenen Dreiecks, so ist der Inhalt des i 

i [ti fa - * 9 ) + ^2 (% — «0 4" 9t (*% —<h)\- 
Beispiel. J = 28-| D. 
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Die gerade Linie, 
92. Der Inhalt des Parallelogramms ist gleich 

{(6, 6, + S.I.j)- (&i&*+ Ms))- 
- 56 D. 



r — ^2 



93. Die beiden durch den Koordinatonanfangsprrakt gehenden 
Geraden bilden mit jeder der beiden Parallelen ein Dreieck. Die 
Differenz der Inhalte der Dreiecke ist gleich dem Inhalte des 
Trapezes 

_. {M S - M a ) (V - V) 

4 (m s — jh;) (jk, — jfj 

BeispieL J" -= 59^ □. 

94. Ziehen wir zwischen dem ersten und dritten Eckpunkte 
die Diagonale, so ist der Inhalt des Vierecks gleich der Summe 
der Inhalte der Dreiecke, in welche dasselbe durch die Diagonale 
zerlegt wird, 

J" = £{#1 Ob — %> + S'afe — x i) + & Oi — ä b) + 2>i (*j — «0 

+ ?/ 3 4 — ^l) + #* Ol — "%) ) 

— M*tfa - <0 + *(«i — *i) + ftfa* — «0 +fcfe-*01 



-* 



yi - 



y& y* - 



■y* 



Beispiele, a) 59 D. b) 51,5 D. 

95. Die Koordinaten der Halbierungspunkte der Seiten sind: 
x t = 4,5, y 5 = 4; %,_, = 8, ff, =1; z 3 = 4, y B = — 2,5; 

aj 4 = 0,6, ^ = 0,5; 
demnach der Inhalt des eingeschriebenen Vierecks gleich 24,25 D. 

96. Der Inhalt des Fünfecks ist 

'"H+M+M+M+Ml 

. I *i Vi I ! ?/s Vt I y« & I 1 9t % i I % ffi N 

= 68 D. 

97. Die von dem Viereck abgeschnittenen Dreiecke betragen 
zusammen # des Inhaltes des Vierecks, demnach 



■h = i\ 



'• — * 

37}} D 



ft- 



■ »■ »■ - 



Jj 
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Die gerade Linie. 19 

98. Zieht man von der Ecke (#,, y L ) die («—3) Diagonalen, 
so ist der Inhalt des n-Bcks gleich der Summe der Inhalte der(w — 2) 
Teildreiecke. Es ergiebt sich demnach 

J » = i { ffi («s — <"») + 3/s (% — <h) + % fe — Ob) 
+ ?i (% — x i) + % («i — »0 + ff* Ol — <**) 



+ ft («„_! — ar«) + y«-i (* ; 






■0 +*.(*- 



-01 



=i{ffi( :B a— *■)+*»(«■— ^^ftO"*— «s)H hff»(»i— <"*-i)}- 

99. Die gesuchte Gleichung ist 

£,a; + jtf,y -f- Nj + fc (Xja: + M t y + 2V S ) = 0, 
in der die Konstante k jeden beliebigen Wert besitzen kann. Setzt 
man die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden gegebenen Ge- 
raden ein, so wird die Gleichung zu einer identischen. 

100. Man erhält L X X + M ± y + S x = fttr * = 0, da- 
gegen L^x ~|- Mrfj + JV S = für ä = co. 

101. Da die Gerade i 1 aj + JH 1 y + i» 1 +Äi(£ s ai+JIfgj;+JV 2 ) a =0 
durch den Punkt (%, #j) hindurchgehen soll, so ist der Wert von 

= __ A^ + Jfift 

i^j + ^^ + W,' 

(Ji* + J^y + »i) CA«, + 34ff! + JVO 
— (L 2 z -f 3f aff + N t ) {L& + Jf iä/l + A 7 ,) = 0. 
Beispiele, a) 44x + y = 0, b) 5x + 3/ — 16 = 0, 
c) 653a + 853ji + 53 = 0. 

102. 472a; — 29y -j- 174 = 0. 

103. Der Wert von k ist in diesem Falle bestimmt durch 
die Gleichung 

t g 60» = -|/3 =- 



j demnach ist die gesuchte 



1 + h 



Die gesuchte Gleichung ist sonach 

y = x Yi + 3 - 

104. Die Grölse k wird gefundei 
(11 -f 55 k) 2 



V*- 

mit Hilfe der Gleichung 



Da die 



(2 + 7k) 2 + (6fc — 3) a 
) Gleichung zwei Wurzeln k, = — 



tt, *. = 
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so ergeben sieh zwei Gerade, welche der Anforderung genügen. 
Die Gleichungen derselben sind: 

ix + 3y = 25, — 3x + iy = 25. 

105. Man findet zwei Werte von k, also existieren zwei Ge- 
rade, weiche der Aufgabe entsprechen. Die Gleichungen derselben 
sind: 

Ix + 8y — 56 = 0, 63z + 200y — 840 = 0. 

106. 8y — 7x + 9 = 0. 

Die gesuchte Gerade mufs sowohl der Gleichung 

5y — 2x — 11 + fc x (y-\- ix ~ 33) = 
als auch 

fc, (lOy -f s + 21) + & (3y - hx + 1) «= 

entsprechen. Da diese Gleichungen identisch sind, so ergeben sich 

zur Bestimmung der Unbekannten k v Jc a , fc 3 die Relationen: 

£, + 5=10^+3*^ 4^— 2 — fcj — 5Ä,, — 33 fc,— 11 «21 VN* 

107. Setzt man die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden 
ersten Geraden in die Gleichung 

jfc, (i^+Jtf^+jV,) +^ (Z^+Jf,y+Äi) +ft,CZ 8 a:+JK s y+jg =0, 
so werden die beiden ersten Teile derselben verschwinden, also 
wird auch der dritte Teil durch Einsetzung derselben gleich Null. 

108. Die Gleichungen der Mittellinien sind: 
V (% + %) — x Sb = °i 

y (.r s — 2x 2 ) — xy 3 + x t y z = 0, 

y (x 2 — 2x s ) + 2xy s — x 2 y s = 0. 
Da die Summation dieser drei Gleichungen zu der identischen 
Gleichung = führt, so müssen die Geraden durch einen Punkt 



109. 1) 



.4,— A 

(A l ■ — A 2 ) sin o> 
' v - 1 + (A + ■*.) cos «. + A,A a ' 

a) t gv = ft, <£ v = 10° 18' 17,4"; 

b) tg<p = — ||, •£ iy = 110° 39' 32"; 

c) tgy = V > <K<P = 8 5 1' 48 ) 9 "; 
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Laie. 








d) £* 


= 15°; 










e) tgy = 


4y? 

~ 35 


' <£<P = 


= 11« 


11' 


48,7". 


*i»s- 


- a»S»i. 











»i*ji-yift 
Beispiel. tgg> -= frfc, -£ g> = 43° 37' 10,7". 

111. Man findet tg*. = ^ + ^ u. b. t 
Beispiele, a) ^^ =40° 48' 54,3", ^C<^= 107° 39' 0,5", 

<G« 3 = 31° 32' 5,2"; 
b) £>, = 151° 51' 30", <£ «s = W 25 ' 33 "i 
^«g = 17° 42' 57". 

112. Es ist 

gKl== (^+^-2^)(%+^i-2%)+(2/ s +^-23/ 1 )(y 3 +i'i-2^) 

Beispiel. ^ « L — 157° .32' 15,3", ^o 2 = 36° 2' 51,1", 
<£ « 3 = 166° 24' 53,6". 

113. ■%. * — 54° 14' 46", •£ (3 = 96° 0' 32", 
$Zy= 100° 18' 17,5", <C ä = 109° 26' 24,5". 

114. ^ 9 = 71° 42' 14,4". 

115. Die Gleichungen der Diagonalen sind: 

y =» 5, 2)/ — 3s — 10 = 0, 2y — 3# — 1 = 0, 
demnach die gesuchten Winkel: 

£ ^ = 56° 18' 36", £ 9>s — 0°, ■£ g> 3 = 123° 41' 24". 
Vt —tf 3 _ «ya + "»y a — ft Q + w) 
m% -f- m# 3 — x l {» + m) 



116. 



j _J_ &~& . «& + "*& — g i ( w + m ) 
a^ — % h% + mi% — *! (« + ik) 



Beispiel. •£ gi = 81° 28' 9". 

U7. a)| £lX H = 0, b) M-0, c)- 

118. 3# + 2« — 31 = 0. 
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Beispiel. y= 6a: — 27. 

120. Die beiden Parallelen entsprechen der Gleichung 

ix + 5# + ii + 3 yn = 0. 

122. a) 31*/ — 313 = 0, b) 62«+ 31ji — 1115 = 0. 

123. Ist p der Abstand der beiden Parallelen und a der 
Winkel, unter welchem die Gerade von jeder der Parallelen ge- 
schnitten wird, endlich g> der Neigungswinkel der Geraden zur 
X-Achse, so ergeben sich die Relationen 

P ... . .. tgcp — M, . 



d ' s 1 + M ± tg<p 

demnach ist die Gleichung der gesuchten Geraden 

„_,, _ p±M 1 y¥ ^j % . > 



+ yd* — p 2 — M t p 
Für d > p erhält man zwei Gerade, für d=p nur eine 
Gerade. Ist (? <j>, so läfst sieh die Aufgabe nicht lösen. 

Beispiel. ,+ ,_«ü»J^. (, + ,). 

28 + 12 1/11 

124. a) iji, + Jtf,Jtf, = 0, b) 1 + ^ A t = 0. 

125. Lfe — »,) — Ä(* — 30 = 0. 
Beispiele, a) 4y + a; + 49 = 0; 

b) 23*/ — 7# — 193 = 0. 

126. 5y+ 7a.'— 117 =0. 



127. 



m>y-i ____ #g — x i i , »*i + ,w #s 



ir v» - „ + w ;■ 



« + «' Vi— Vi n + r, 
Beispiel. 121?/ — 88« — 371 = Ü. 
128. Die Koordinaten des Schnittpunktes i 
My l + x x — Mn 



" a 1 + Jtf « - 1 + Jf a 

der Abschnitt auf der X-Achse ist# = #! + üfj^, der auf der Y-Achse 
x l + üf ^ 

2 ■" iw 
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Die gerade Linie. 23 

Beispiel. Die Gleichung des Lotes ist 14?/ + 7# = 71; 
femec ist x t — 6£f , y 2 = 6^5 P = 10 *. 3 — lTf. 

129. Die Konstante ist in diesem Falle durch die Relation 

—JZ — - =3 bestimmt; die gesuchte Gleichung ist demnach 

3 + 4fc 7 

56s + 49y — 583 = 0. 

130. Es ist — ~ — i = — , also die Gleichung des Lotes 
92 a; +69«/+ 102 = 0. 

131. llf[ G. 

132. y— 2;t;+7 = 0, 92/ + 2a— 42=0, 72/ + 6s — 56=0. 

133. Bezeichnet man mit (x t , y,)i (%> »0» (% ft) die Koor ' 
dinaten der Ecken des Dreiecks, so sind die Gleichungen der Höhen: 

yfa — »0 + ^fe " a 'i) — ftOfo — #0 — «afe — %) = °i 

!((& - ft) + *(*i — *i) - *i Os — *) - «i(ft — ^) = °i 
Villi — %) + *(*i - "s) - » Ol - ft) — *i(*i ^ x i) — °- 
Beispiel. 
39 _ # — 26 = 0, 3i/ + 5« + 8 = 0, 3y + 2x — 9 = 0. 

134. Summiert man die in der Lösung der vorhergehenden 
Aufgabe gewonnenen Gleichungen, so ist auch die Summe der 
linken Seiten gleich Null. Die drei Höhen müssen demnach durch 
einen Punkt gehen. Vgl. die Lösung der Aufgabe 107. 

^ 5$, / = Sf. 

135. g = 6. 

136. Sind die Koordinaten der Ecken des Dreiecks (x lt */,), 
fei #2)1 (% #3)1 s0 lassen sicn uie Gleichungen der Lote in den 
Halbierungspunkten der Seiten in folgender Form darstellen: 

»(*— *) + »(■■— «O-iW— ft 1 )— i(V-V)™o, 

Beispiel. 9# — 2* — 12 = 0, ly — 10a: — 63 = 0, 
— 40;/ + 18s + 111 =0. 

137. Den Beweis führt man leicht durch Summation der 
Gleichungen, welche in der Lösung der vorhergehenden Aufgabe 
aufgestellt sind. 
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24 Die gerade Linie. 

138. Die Koordinaten des Schnittpunktes der Lote sind 
at t = — 4, #j = — 10; die Entfernung dieses Punktes von jeder 
Ecke des Dreiecks beträgt yS5. 

139. Der gesuchte Winkel <p ist aas Supplement von dem 
Winkel, welchen die beiden gegebenen Geraden mit einander ein- 
schließen, also 

= L i M l — L jMj 
89 ~ L t L % + M^Mi 

140. Die Gleichung der Geraden ist 

« «, = i— '- 1 -2— (x — x.) 

y Jl M,-L 1 tg a K ü ' 

Beispiele, a) &y + % — 33 = 0. 

b) 23y+(llO + 73/3)at + 82 + 146> / 3=0. 

141. »(4 + 51 )/3)— 1/(205+68 VH)— 339-&— 119/3=0. 

142. Die Gleichung der Seite, welche dem Winkel a gegen- 
überliegt, ist %y — x + 15 = 0, die Gleichung der Seite, welche 
ß gegenüberliegt, ly — 9x — 8 = 0. 

143. l) Sind x, y die Koordinaten eines Punktes der Hal- 
bierungslinie desjenigen Winkels, in welchem der Koordinaten- 
anfangspunkt liegt, so müssen dieselben der Gleichung 

»cosßj + ysincj — j)j = »coso^ + ysina 3 — p s 
genügen (vgl. Lös. 60). Da diese Relation für jeden Punkt der 
Halbierungslinie Geltung hat, so ist die Gleichung dieser Linie 

x (cobikj — costt ä ) + y (sinorj — sin« 2 ) — (p L — p 2 ) = 0, 
dagegen die Gleichung der Halbierungslinie des Nebenwinkels 
sfcos«! + cos«;;) + y (sin«, + sina a ) — (p 1 + j» a ) = 0. 
2) Bringt man die beiden gegebenen Gleichungen auf die Normal- 
form, so findet man als Gleichungen der Halbierungslinien 
LjX + M l9 +_j fr _ L^x + Mjy + N^ = 

+ YL? + 10* + Vzf+ Mf 

L,x + M t y + Nj L s x + M$ + N s 

Die Vorzeichen der Wurzeln sind nach Lösung 43 zu bestimmen. 
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Die gerads Linie. 25 

Beispiele. 
*) 9 + * + 79 = 0, 7y — 7x — 23 = 0, 
b) 11442/ — 156s + 707 = 0, 24t/ + 176« 4- 201 = 0. 

144. Sind 

seosßj +^sin* l — # 1 =0 und «cos% 4- ?/sina 3 — j> 2 =0 
die Gleichungen der gegebenen. Geraden, so sind die Richtungs- 
konstanten der Halbierungslinien 

«i + «.. «. 4- «. 

tg — i— s und — cot ' ■ 

Da das Produkt derselben gleich — 1 ist, so müssen die beiden 
Halbierungslinien lotrecht zu einander stehen. 

145. Die Gleichungen der Halbierungslinien der Innenwinkel sind : 
28)/ — 224a; — 219 = 0, 77j/4-99a;— 1 =0, Uy— 2x — 17 = 0, 
die der Halbierungslinien der Aufsenwinkel: 

128^4-16« — 899=0, Qy — 7(B+113=0, 2y4-14a! -f 69 = 0. 

146. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden sind: 

y I ^V(% — z 3 ) a +V— C«a — «i) W+ft' ) 

9 (V*? + %* — *i) + *»s = 0' 

147. 1) Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: 

64 — 5 1/58 
* — IT 1 —' ft =-3: 



148. 18>-ll«-7 - Sy + S s-lS 

]/l45 1/17 

149. Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden liegt im Ko- 
ordinatenanfangspunkte. 

150. Die Punkte liegen auf zwei geraden Linien, welche 
der Gleichung 

Lx 4- My + N + ayiF^pM? = entsprechen. 

151. Der geometrische Ort ist eine Gerade, welche der Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte (%, y 2 ) und (x 3 , y s ) parallel läuft. 
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Die Gleichung derselben ist 

, _ Vi +^a _ ih — yj ( x „ g i+-«a Y 

Beispiel. 2y -f 4# — 3 = 0. 

152. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 



?f(*-^> 



.+* 

die Punkte befinden sich also auf einer Geraden, welche der ge- 
gebenen Geraden parallel läuft. 

153. Nach der Aufgabe müssen die Koordinaten (#, y) des 
Punktes der Helation 

(s, - .)■ + (t, - sf - (4 - »)" + fe - tf 
genügen, woraus sich nach einfacher Umformung ergiebt 

2 ar B - 

Der Ort ist also eine Gerade, welche senkrecht zu der Verbindungs- 
linie der gegebenen Punkte steht und dieselbe halbiert. 

154. Bildet man die Abstände des Punktes (x, y) von den 
gegebenen Geraden, so erhält man als Gleichung des Ortes 

y — M^x — ■«, y — M%% — «g 

Derselbe wird also vonzwei Geraden gebildet, die einander parallel laufen. 

155. Die Koordinaten des Punktes (x, >/) müssen der Gleichung 
+ ((», - xf + fa - sO'l + K*. — *)" + 0, -»JN- «" 

geniigen. Durch Entwicklusip' dersellien findet man 

9 2 !/,-»A 2 / ± 2(j,,- !) ,) 

Der g. 0. besteht demnach aus zwei Geraden, welche auf der 
Verbindungslinie der gegebenen Punkte lotrecht stehen. 

156. a) Sind ^« + ^,» + ^-0, J^s + J^y + 27,-0 
die Gleichungen der Schenkel des gegebenen Winkels, so ist die 
Gleichung des gesuchten Weges 

1.^. + M , 9 + g, L,x +_M,,j + N, _ s 

W + -ar ,* yzf + m,' 
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b) Betrachten wir die Schenkel des gegebenen Winkels als 

Koordinatenachsen, so ergiebt sich ab Gleichung des geometrischen 

Ortes x + y = — — ■ 

sin « 

157. *Ceo 8 « 1 + eo a « 2 +.- + c OB « J .)+y( 8 m« I + B in« s 

+ . . + sin«„) — (ft+ft +p 3 -\ f- J»»)=s. 

158. Der Punkt besehreibt eine Gerade, deren Gleichung 
entweder 

L t % + M^y + N t _ L a ai-\- M % y + Ng 

oder 

ist. 

159. Die Schenkel des rechten Winkels seien Koordinaten- 
achsen und die Gleichung der gegebenen Geladen Lx -J- My + iV= 0, 
dann liegen die Teilpunkte entweder auf der Geraden IZm// -Lnx=Q, 
oder auf der Geraden Mny — Lmx = 0. 

160. Bezeichnen wir die Kathete, deren Endpunkt auf der 
y-Achse fortgleitet, mit a, die andere mit b, so ist die Gleichung 
der Linie, welche der Scheitel besehreibt, 

b 

= - x. 
a 

161. Ist r die Strecke, welche den festen Scheitel mit dem 
Koordinatenanfangspunkte verbindet, und et der Winkel, den die- 
selbe mit der X-Achse einschliefst, so ist die Gleichung der Linie, 
welche der Teilungspunkt beschreibt, 



162. Die Spitzen der gleichseitigen Dreiecke liegen auf einer 
Geraden, welche die gegebene Gerade unter einem Winkel von 60° 
schneidet. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

y(l+ MVS) + x(V$ — M) — -2n. 

163. Die Basis a falle mit der X-Achse zusammen, der eine 
Endpunkt derselben mit dem Koordin^tenani'angspvin^te. NT: mim 
man den Abstand des betreffenden Punktes von der Basis gleich 
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der Seit«, die nicht durch den Koordinatenanfangspunkt geht, so 
ist der geometrische Ort des Punktes 

2ax 2(s — a)ij 

(s-ay+tf^is-ay + a* Xm 

164. Die Grundlinie a falle mit der X-Achse, der eine End- 
punkt mit dem Koordinaten anfangspunkte zusammen. Bezeichnet 
man die Höhe des Dreiecks mit A, den Abstand des Fulspunktes 
derselben vom Koordinaten anfangspunkte mit p, so ergiebt sieh als 
Gleichung des geometrischen Ortes 

a ah 

165. Die Lage des Dreiecks sei dieselbe wie in der vorher- 
gehenden Lösung. Bedient man sich auch derselben Bezeichnungen 
für die gegebenen Stücke, so erhält man als Gleichung des geo- 
metrischen Ortes 



-_2p)y 



ah 



= 1. 



166. Die Lage des Dreiecks sei dieselbe wie in der Lösung 
der Aufgabe 164. Sind y = M v x und y = M%x -j- n die Gleichungen 
der Dreiecks Seiten, auf .denen die Lote errichtet werden sollen, 
so ist die Gleichung des geometrischen Ortes 

■> « + JO + »(» - *«) - ^tsp - o- 

167. Der eine Schenkel des gegebenen Winkels a falle mit 
der X-Achse zusammen, die Ordinatenachse sei das im Scheitel 
auf jenem Schenkel errichtete Lot. Die Gleichung des zweiten 
Schenkels ist dann y = x tg a. Bestimmt man die Abschnitte auf 
den Schenkeln und setet deren Summe gleich s, so erhält man als 
Gleichung des geometrischen Ortes 

x (1 + cos a) -f- y sin et = s. 
Sind die Schenkel des Winkels Achsen eines schiefwinkligen Systems, 
so findet man 

* + !, -r+w 

168. Betrachten wir die gegebeneu Hichtungslinien als die 
Achsen eines schiefwinkligen Koordinatensystems, und bezeichnen 
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den gegebenen Umfang der Parallelogramme mit 2s, so erhalte 
■wir als Gleichung des geometrischen Ortes 

x + y = s. 
Der Ort ist also eine Gerade, welche auf den Koordinatenachse 
Strecken abschneidet, deren jede gleich, s ist. 

169. Man wählt OA zur X-Achse, 
OB zur Y- Achse und setzt OL = «, 
OM = a L , OB = i>,ON= 6„ dann ist 

von BM — + -J- — 1, 




man die Koordinaten des Punktes 1' mit 

x n &v so fi n det man zur Bestimmung der Unbekannten a, %, &. 6 l( 

die Gleichungen -- -f- - 1 - == 1 , — 4- — = 1. Aus den beiden ersten 
ab « t Oj 

Gleichungen ergiebt sich x ( ■■■■) — y [- — ) = 0, aus den 

beiden letzten ic, f ) + y 1 ( - — r- ) = °- Daraus folgt nach 

Elimination der Unbekannten als Gleichung des geometrischen Ortes 
y -= — - -£- x. 

Derselbe bleibt also unverändert, wenn der Punkt P auf der Geraden 

OP fortrückt. 

170. Wir bezeichnen der Kürze wegen die Winkel mit A, 

B, C, die ihnen gegenüberliegenden Seiten mit a, b, c und führen, 

um mögliehst einfache Resultate zu erzielen, statt der drei Seiten 

den Eadius des umschriebenen Kreises ein: 

a = 2B sin A, b = 2B sin B, c = 2B sin C; 

dann sind die Koordinaten des Schwerpunktes: 

x _ | S(„in 4 oos B + 2 cos A sin B), j (l) 
# = $ B sin .4 sin B, ) 

die Koordinaten des Höhenpunktes: 

— **«•-* **J/ S) 
«-= 2BoobXcohB,J 
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die Koordinaten des Mittelpunktes des umschriebenen Kreises: 

x — B sin (A + B), I 

j, = _ R cos (A + B),\ 
die Koordinaten des Mittelpunktes des einbesehriebenen Kreises 
B A + B\ 



= iE cos — sii 
.«ein^eos^fr^ 



,4, 



endlich die Koordinaten des fünften merkwürdigen Punktes: 
x = 2E(smÄ — sin B -f- cos A sin£),| 

j — 8 B Bin" — an" — • 



(5) 



Die Gleichungen der geometrischen Örter erhält man durch 
Elimination von B aus je zwei zusammengehörigen Gleichungen; 
also für den geometrischen Ort des Schwerpunktes 



J 2 cot A + cot B ' 

für den des Höhenpunktes 

y = ■ x cot B, 

für den des Mittelpunktes des umschriebenen Kreises 

y = x cot 0, 

für den des Mittelpunktes des eingeschriebenen Kreises 

, A 
y = w ig yi 

endlieh für den des fünften merkwürdigen Punktes 



cot — cosec — - 



Die fünf merkwürdigen Punkte bewegen sich demnach in diesem 
Falle auf geraden Linien, die alle durch den Koordinatenanfang s- 
punkt gehen. 

171. Entweder durch die Relationen (4) oder auch durch 
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Die gerade Linie. 31 

eine sehr einfache geomelrisrrhn liiMvauhtung findet man als Gleichung 
des geometrischen Ortes 

* A 

172. Aus den Formeln (2) der Lösung 170 ergiebt sich als 
Gleichung des geometrischen Ortes 

y — x cot B. 

173. Pur den Höhenpunkt findet man 

y = x cot .B, 
für den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 
y = _ x co t B + 2 ^ g > 
flir den Schwerpunkt 

» 3 
und für den fünften merkwürdigen Punkt 

»--(*-«) t» f 

174. Es ergiebt sich für den Schwerpunkt 

# = -| ö sin -i, 
für den Höhenpunkt 

* = b cos 4, 
für den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 

y =e= — x cot A + £"- ; — 7 
2 sin A 

und für den Mittelpunkt des eingeschriebener. Kreises 

, A 

175. Die Gleichungen der geometrischen Örter sind; 

y = x cot C und y = — (# — ö) tg — - 

176. Man erhält für den Schwerpunkt 

y = (as~- gj^-d. 

für den Höhenpunkt 

y = — (« — ö) COt J l, 
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i Mittelpunkt des umschriebenen Kreises 



und für den des eingeschriebenen Kreises 

y _ X ig — . 

177. Der Schwerpunkt bewegt sich auf einer Geraden fort, 
deren Gleichung 

cM — n 
tj^Mx 

ist; dieselbe läuft also der gegebenen Geraden jm.rallel. 

178. Die Schenkel des gegebenen Winkels mögen als Ko- 
ordinatenachsen betrachtet werden. Ist für eine bestimmte Lage 
der dritten Seite die mit der X-Achse zusammenfallende Seite a, 
so lassen sich die beiden Relationen 

.-•i«-f-.(.+»:« 

und m tJ- n : n = a : % 

aufstellen, aus denen man durch Elimination von a die Gleichung 

des geometrische» Ortes erhält 

smn 
xm + yn = m i ^ 

179. Die Sehenkel des gegebenen Winkels mögen die Achsen 
des Koordinatensystems sein; dann läfst sich die Gleichung der 

gesuchten Geraden in der Form ■■- -f- — = 1 darstellen. Zur Be- 
stimmung der Unbekannten f und g kann man die Relationen 
\ + — = 1 , a? = f + g* — 2 fg cos a benutzen. Die gesuchte 



f 

Gerade kann vier versebiedene Lagen besitzen. 

180. Zieht man durch den Schnittpunkt der beiden ersten 
Geraden Parallelen zu den Koordinatenachsen und bezieht die 
gegebenen Stücke auf diese neuen Achsen, so gehen die Gleichungen 
derselben über in 

4ft — 3% = 0, 6y, — 7«! = 0, 12j/, -f 6jk, — 29 = 0. 
Berechnet man das Stück, welches von der dritten Geraden zwischen 
den beiden ersten liegt, so mufs sich dasselbe zu 32,5 verhalten 
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wie ^-| zu dem Abstände der gesuchten Geraden vom Koordinaten- 
anfangspunkte. Daraus findet man die Gleichung der Geraden 
12& + 5% — 1596 = 0. 

181. Verbindet man die beiden gegebenen Punkte durch 
eine Gerade und errichtet im H al b i er ungs punkte auf derselben ein 
Lot, so ist die Gleichung desselben 

4y — 3x -f- 8 =0. 
Der Durch schnittspunkt dieses Lotes und der gegebenen Geraden 
ist der gesuchte Punkt. Die Koordinaten desselben sind: 

«i = io, Vi = H- 

182. Die Lote, welche in den Halbierungspunkten der be- 
treffenden Strecken errichtet sind, entsprechen den Gleichungen 

y + x — 12 = 0, 8y — IOjc + 89 = 0. 
Der Schnittpunkt derselben ist der gesuchte Punkt. Die Koordi- 
naten desselben sind x = 10^, */ = 1 j-jj. 

183. Man findet zwei Punkte, welche der Aufgabe genügen, 
da sieh in der Entfernung d zwei Parallelen zu der gegebenen 
Geraden ziehen lassen. Die Koordinaten derselben sind; 

< ttfi V — l*ft ™d <h = i-H, V* — m- 

184. Die Gleichung der Geraden ist 

185. Betrachten wir die Schenkel des gegebenen Winkels 
als Koordinatenachsen und bezeichnen die Koordinaten des Punktes 
P mit »,, y n so erhalten wir als Gleichung der gesuchten. Geraden 

186. 4y — 3a-— 19 = 0. 

187. Bezeichnen wir die gesuchte Gleichung durch y — Mx -f~ «, 
so erhalten wir zur Bestimmung der Unbekannten M und « die 
beiden Gleichungen 

y, = Ufa, + m, 

j/ x — y a — M (a-, — «^ = d Y\ + JH a . 
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Es ergeben sich also zwei Gerade, welche den Anforderungen der s 
Aufgabe genügen. 

188. Die Eelationen sind: 

#1^2 StfgXg -J- XgXi = $!* — x% — x 3 2 , 

0i3>s — 3&y, + 9t»i = Vi — &" ~ Vs- 

189. Man erhält 

2 (*,«!! + X i X t) = 0"l -\- «*)(<"% + *i)l 

%($iita + &»*) = C?i + ^Xys + »*)■ 

190. Benutzt man die in der Lösung 170 aufgestellten 
Koordinaten der drei Punkte, so findet man, dafs 

2Jf cos A cos B 2R cos A sin S "1 

%R sin 4 sin B $jR (sin A cos B + 2 cos A sin £) 1 = Ö 

— R cos (A + B) R sin (A + B) 1 

ist, woraus nach Lösung 51 folgt, dafs die drei Punkte in einer 

Geraden liegen. Befinden sich drei Punkte (x lt j/ 1 ), (# s , j/ a ), (x s , y 3 ) 

auf einer Geraden, so ist das Verhältnis, in dem der zweite Punkt 

den Abstand des ersten und dritten teilt, gleich — — — - j also 
erhält man nach Einsetzung der Werte m : » •=■ 2 : 1, 

191. Es ist 

] A B A-\-B ,_ A . B A + B I 

lljsm-em-cos — — 4Bcos -Bin-««-— 1 

! R sin A sin B %R (sin A cos B + 2 cos A sin .B) 1= 0. 

8JJsin a -sin*- 2ij(sni.<i — sin.B + eos.äsin.B) 1 

Daraus folgt, dafs alle drei Punkte in einer geraden Linie liegen. 
Das Tei In ngs Verhältnis ist m : n = 1 : 2. 

192. Die Koordinaten der Halbierungspunkte der Diagonalen 
des Vierseits sind: 

^ = 0,^ = 3; % 1,Ä — Oi (B,— — 1«, y a =~24|. 

3 11 

— 1 1 = ist, so müssen die drei Halbierungs- 

-m-w >l 

punkte in einer Geraden liegen. 
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193. Mau fallt von dem Punkte x 2 = 9, y s = 3 ein Lot 
auf die gegebene Gerade und verlängert dasselbe um sich seibat. 
Der Endpunkt hat die Koordinaten % = 1, y«, => 7. Verbindet 
man diesen Punkt mit dem Punkte (a;,, yj, so schneidet die Ver- 
bindungslinie die gegebene Gerade in dem gesuchten Punkte. Die 
Koordinaten desselben sind: x = 7^, j/ = 9^. 

194. Die Koordinaten der beiden Endpunkte der Grundlinien 
sind #, = 2, y x ^ 4; # s = 7,5, j/^ = 2,2. Die Koordinaten des 
dritten Eckpunktes entwickelt man leicht mit Hilfe der Kelationen 

= g t + ^ + «ä - = yi + y» + y » nSmliüh = 5 6 

3 ff 3 «■ i i 

y s = 11,8. Alle Übrigen Stücke lassen sich daraus leicht finden. 

195. Es lassen sich zwei Dreiecke konstruieren; die Koor- 
dinaten der gesuchten Ecken sind: 

x a = 10,5 + 4 j/3, & = 6 — 7,5 l^S; 
a; g '= 10,5 — 4 "j/3, &'<= 6 -f 7,5 >/3. 

196. Die Gleichungen der Halbierungslinien derjenigen Winkel, 
welche von den gegebenen Geraden gebildet werden, sind: 

990?/ — 300a: — 1189 = 0, 170y -f 561iC — 2378 = 0. 
Fällt man von dem gegebenen Punkte (x t , t/ t ) Lote auf die Hal- 
bierungslinien, so werden dieselben der Anforderung der Aufgabe 
genügen. Die gesuchten Gleichungen sind sonach: 

10»/ + 33# — 195 = 0, 33y — 10* — 49 = 0. 

197. Die Gleichung der Parallelen ist 

lly+ 154«— 700 = 0, 
die Winkel, welche dieselbe mit den geschnittenen Seiten ein- 
schliefst, sind £ et = 10° 25' 33", ^(3=17° 42' 57". 

198. Betrachten wir die Schenkel des Winkels als Achsen 
eines schiefwinkligen Koordinatensystems und bezeichnen die Koor- 
dinaten des Punktes P mit »,, y l , so ist die Gleichung der ge- 
suchten Geraden , wenn der Abschnitt derselben gleich dem auf 
der Y-Achse sein soll: 
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wenn dagegen der Abschnitt derselben gleich dem auf der X-Achse 
sein soll, 

sin 2 a , . 

»-».-- "Ei" C'-i)- 

199. Die Koordinaten des gesuchten Punktes müssen den 
Gleichungen Sx + 19y + 4 = und '2x — 3# + 16£ = 
genügen; sie sind demnach % = — 5J, y x = 2. Der Abstand 
des Punktes von jeder der beiden Seiten ist gleich 15. 

200. Die Halbierungslinie des Winkels, der von der ersten 
und zweiten Seite gebildet wird, entspricht der Gleichung y = \ x. 
Da dieselbe die dritte Seite in dem Punkte x t = 2£, y t = $ 
schneidet, so ist die Gleichung der gesuchten Parallelen 4# — 6=0. 
Die Länge derselben ist gleicb fä. 

201. Bildet man das Fufspunktendreieck, so sind die Hal- 
bierungslinien der Winkel desselben die Höhen des gesuchten Drei- 
ecks, also die Gleichungen derselben: 

y — 2# + 7 = 0, 9^ + 2^ — 42 = 0, ty -f Gx — 56 = 0, 

und die Gleichungen der Seiten: 

2y-\- x — 11 =0, 2y — 9x +59 = 0, 6y — 7# — 3 = 0, 

202. Die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks sind von 
A (0,0), von B (x 2 , 0), von G {x t , y 3 ); demnach ist die Gleichung 

des Tilidins 

%^s — Vi — V 
m = — ----- a -— iE, 

; der Geraden, welche die Fufspunkte der Höhen vev- 



y = 1 1 (# — ^s)' 

x 3 x s — * y 3 x s 

Die beiden Geraden durchschneiden sieh also rechtwinklig. 

203. Ist die Lage des Dreiecks dieselbe wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe, so sind die Gleichungen der Seiten des Sechsecks: 



*(•-*), 
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204. Die Koordinaten des gesuchten Punktes sind x^ = 6, 

24 
i/j = 5; der Austand desselben von jeder der Seiten gleich -— ■ 

205. Die Gleichungen der Seiten des eingeschriebenen Pa- 
rallelogramms sind: ly + &x — 55 = 0, Sy — Ix -4- 48 = 0, 
1y-\~ §x — 6,5 = 0, &y — Ix — 0,5 = 0; demnach die Gleichungen 
der Halbierungslinien: 

7 y + 6s- 55 Sy - 7x + 48 = Q 

V85 1/113 

8;? — 7 a; + 48 _ JP+_ 6a; — 6,5 = 

"|/113 1/85 

7y + 6a; — 6,5 , Sy~Tx— ,5 = 

"|/85 1/113 

8.!/ — Ix — 0,5 7# -f 6a — 55 _ 



Vll3 1/85 

206. Dividiert man die gegebene Gleichung durch y", so 
ergiebt sich 

(f)"- "(fr+* (fr -■■••+* (f) ±4= °- 

Bezeichnet mau feruer die n Wurzeln dieser Gleichung mit 

W,, !C S , W 3 • ■ • W„, SO ist beIiiinr.ili.c-lL 

(fr-«(r'+'(r----(§)±' 
-(f— )(f--)(f— )-(f— )=- 

demnach 

#" — ax*- 1 y + fta;"- 2 / — + jpa;2/ H - 1 + ^^ 

= (x — «/«-j) (m — ywz) (x — yw 3 ) (w — yto„) = 0. 

Es entsprechen sonach der gegebenen Gleichung die ?) geraden Linien 
x — yw x = 0, x — yw % = ■ ■ ■ x — yw n = 0, 

welche alle durch den Koordinatenanfangspnnkt gehen. 

207. Nach der vorigen I 

f—ayx 



+ bx*=[y-x — '-^ )\y-x '— -;=0, 
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also entsprechen der gegebenen Gleichung die beiden Geraden 
a + yä^~ib a — Va T ^Tb 

sie gehen beide durch den Ko ordinalen anfangspunkt, und die Rich- 
tung jeder einzelnen ist durch den Koefficienten von x bestimmt. 
Die beiden Geraden sind reell für a ä >4?j, sie fallen zusammen 
für a 2 = 4 fr, sie sind imaginär für a* < ib. 

208. ^-f»s=i> + ar)(*-|r) — Ol 

Die beiden Geraden halbieren die Winkel, welche von den 
Achsen des Koordinatensystems gebildet werden. 

209. » s + bxy — lix s eel (tf — 2x) (y + Ix) <= 0. 
Die beiden Geraden sind also: y — 2x = 0, y + Ix = 0. 

210. f~-2yx+Zx i ^(y-x{l-\-iV^)) (i/-x{l-*fö))=0. 
Der gegebenen Gleichung entsprechen die beiden imaginären Geraden 

y-x{l + %V£) = 0, ff — x{l-iY%) — 0, 
deren reeller Duchschnittspunkt der Koordinatenaniängspunkt ist. 

211. 2y i ~lly 2 x+iyx' t +5x 3 =(2y+x)(y— x)(y-bx)^0. 
Die gegebene Gleichung repräsentiert demnach ilie drei Geraden 

2y -\- x=0, y — # = 0, y — 5a; = 0. 

212. Da 

3 t/ 3 — 22 tf** + byx 2 + 14a: 3 = & — 7*) (3y + 2«) (y - «) = Ü 
ist, so sind die Koordinaten der Schnittpunkte: 

% — A. »j ■— !As ^ ■= 15i & ■= — 10; % = ♦, y B = f 

213. Es ist 

15* s + 49asy — 22y s = (5a; — 2#) (3* + 11») = 0, 

demnach sind die Gleichungen der gesuchten Geraden: 
2y — bx + 53 = 0, lly + 3# + 78 = 0. 

214. Manerhält(6)/ ä — 17ya!+5fl! , )=('2i/— hx){Zy — x)=0, 

demnach sind die Abstände d, = .. 1 d s = — j=> und der In- 

V29 ]/lO 

halt des Vierecks = 8 f|$ D. 

215. Da Lf + Mxy + tfs* 
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ist, so ist die Tangonte des von den beiden Geraden eingeschlos- 
senen Winkels 

YM* — 4LN 

tgy= j + jy • 

Ist L + JT = 0, so wird tgy = oc , d. h. die beiden Geraden 
stehen lotrecht zu einander. 

216. tg«p = Ai *£ V = 28 ° !8' 2,7". 

217. tgp = ooj •£ 9 = 90°. 

218. Die Winkelhalbierenden entsprechen der Gleichung 

. M (f — x 2 ) — '2xy {L — N)=* 0. 
Da die Wurzeln dieser Gleichung stets reell sind, so folgt, dafs 
sich stets zwei reelle Winkelhalbierende ergeben, sogar wenn durch 
die ursprüngliche Gleichung ein imaginäres? Geradenpaar dargestellt 
wird. Dafs die beiden Winkelhalbierenden lotrecht zu einander 
stehen, läfst sich aus dem Verhältnis der Koefficienten von zt? und 
</ a folgern. Vgl. Lös. 215. 

219. Die Winkelhalbierenden entsprechen den Gleichungen 

220. Der gegebenen Gleichung entsprechenzweiimaginäreGerade 

die Gleichungen der reellen Winkelhalbierenden sind: 
)T — «(1+/Ü), y = x {l-Y2). 

221. Die Richtungskonstante der Grundlinie wird entweder 

1 1 + V'lSOa , 1 1 — V 1802 . 

— -ri — ■ — oder — — sein. 

41 41 

222. Entwickelt man die gegebene Gleichung nach y, so 
ergiebt sich 

= —(Bx+J))±Y&(&—4ACJ+2x(Xl ) ^^E )'3n p—£AF 
9 2A 

Dieser Gleichung entsprechen nur dann zwei Gerade, wenn — = 

ist, worin d die Discriminante der Form unter dem Wurzelzeichen 
bedeutet; ä. h. wenn 

AE* + CD 3 + B'F — BDE — iACF = 
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223. Bei Einsetzung der Konstanten wird die Bedingungs- 
gleichung eine identische. Man erhält sonach 

2«/ a — xy— 15z 2 — 13#— 27iC+6=(2y+5at— l)(y— Sx— 6) = 0. 
Die Gleichungen der beiden Geraden sind also: 

1y + 5a; — 1 = 0, y — Sx — 6 = 0. 

224. Wir nehmen an, es sei 

28^+3^— 2f— l\x~ #+1=(^k+^+1)(^+-E.#+1)==0, 
dann erhalten wir zur Bestimmung der unbekannten Koi^mr-tcn 
die Relationen: 
^^ = 28, A 1 + A 2 = — 11, B x B t = — 2, Bj + B 2 = — 1, 

A 1 B 2 + A 2 B l = 1. 
Genügen die aus vier dieser Gleichungen bestimmten Wurzeln der 
fünften Gleichung, so werden durch die gegebene Gleichung zwei 
Gerade dargestellt. Wir erhalten in dem vorliegenden Falle 

A 1 = — 4, Ä t = — 7, B 1 = 1, B % = — 2, 
demnach sind die Gleichungen der Geraden: 

ix — y — - 1 = 0, Ix + 2y — 1 = 0. 

225. Mit Hilfe der in Lös. 222 entwickelten Bedingungs- 
gleichung findet man zur Bestimmung von B die Relation 

6£ 2 + .B — 51 = 0, 
wonach B 1 = t 6 T , J? ä = — 3 ist. 

Für B = y erhält man die beiden Geraden 
3, + ^ + 3 — 0, y + fs - 2 = 0, 
dagegen für B — — 3 die lietiideii 

y — x — 2 = 0, */ — 2# + 3 = 0. 

226. Setzt man 

J*y 3 + By*x + Cyx* -f D:c s + £$» + Fxy^ax^-\-IIy-\-Kx-^- 1 
= (^2/ + B liB - 1) (-4;, + B 2 x - 1) (^ + B 3 x - l) = 0, 
so lassen sich 9 Relationen entwickeln, in denen die Unbekannten 
A u A 2 , A t , B u B it B. ä auftreten. Da zur Bestimmung der letzteren 6 
dieser Relationen ausreichen, so bleiben noch 3 übrig, denen die 
Konstauten der gegebenen Gleichung genügen müssen. 

227. Die Gleichungen der geraden Linien sind: 

2y — 3x + 1 = 0, 4j/ + x — 1 «= 0, y — x + 1 = 0. 
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228. Soll die gegebene Gleichung vier parallele Gerade re- 
präsentieren, so mufs 

y* + Ay s x + . . . . + Py + Qx + B 

^y—M i x+n 1 )(y—M l x-\-n i ){y—M l x-^ r n^{y—M l x-\-n^^ti 
sein, woraus sich durch Gleichsetzung der Koefficienten gleich hoher 
Potenzen der Variabein 14 Gleichungen ergeben. Da zur Be- 
stimmung der Unbekannten 3/,, n t , n 2 , % « 4 5 Gleichungen aus- 
reichen, so bleiben noch 9, denen die Koefficienten der gegebenen 
Gleichung genügen müssen. 

229. Die gegebene Gleichung ist bekanntlich die einer Ge- 
raden G, welche durch den Schnittpunkt der beiden Fundamental - 



iccosy, +#8^1^— #! = und #cosg> a -f ysinpg — p 2 = 
geht. Da nun 

h _ ^ cosy, -f v/siny ! — fr 
»cosya + ysin gij, — i) a 

ist, worin #, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Ge- 
raden G sind, so ersieht man, dafs h gleich dem Verhältnis der 
Lote ist, welche sich von einem beliebigen Punkte der Geraden G 
auf die beiden Fundamentalgeraden fällen lassen, oder auch gleich 
dem Verhältnis der Sinusse der Winkel, welche die Gerade. G mit 
den beiden Fundamentalgeraden einschliefst. Besitzt h einen posi- 
tiven Wert, so teilt die Gerade G den Winkel a der Fundamental- 
geraden, in welchem der Koordinatenanfangspunkt liegt, besitzt es 
dagegen einen negativen Wert, so geht die Gerade G durch den 
Nebenwinkel des Winkels a. 

230. Nach der vorhergehenden Losung findet man leicht, dafs 
L x x -f M& + Jf t 

L 2 x + M 2 y + N 2 ~ y~L t l +" M} ' J^ä? + if a y + N, 

YL t * + M* 
YL? + M* ä x fai* -f- M* sin«, 
YL 2 2 -f M 2 2 i s y'zT+'JKa' ein« a 



das Produkt gleich dem Verhältnis der Abstände ei 
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42 Die gerade Linie. 

Punktes der Geraden G von den beiden Fundamentalgeraden, oder 
gleich dem Verhältnis der Sinusse der Winkelj welche die Gerade Cr 
mit eleu Fnndamentalgeraden einschliefst. 

231. Die Gleichung des Lotes auf der Geraden F, = ist 
V 1 cos a -f- V 2 = 0, die des Lotes auf V a = dagegen 

T 1 -j- V 3 cos « = 0. 

232. Die beiden Geraden F, — Je 7 3 = und V t + ft F s = 
teilen die Winkel der Fundamentallinien in gleichem Verhältnis. 

233. Durch Addition der beiden Gleichungen V 1 — h F 3 = 
ft F, — F 2 = erhält man 7, (l + ft) — V 3 (l + ft) — 0, d. h. die 
beiden Geraden V l — h V s ■= 0, k V 1 — F 8 = liegen symmetrisch 
zu der Geraden V t — F a = 0, oder die Halbierungslinie des Winkels 
der Fundamentallinien halbiert zugleich einen Winkel, den die 
beiden Geraden V x — lcV 2 = 0, % V, — F B = einschliefsen, 

234. Die Gleichungen der Transversalen sind: 

FiSintt, — r 2 BinK s =0, F s siiiK 3 — F 8 sinK 3 =0, F 3 sin« 3 — ^Bim^—O. 
Da die Gleichung 

FiSin«, — FgStn« s +F s sin« a — F 3 sinc 3 + V 3 sinc 3 — F 1 sinB l = 
eine identische ist, so müssen die drei Transversalen durch einen 
Punkt gehen. 

235. Die Gleichungen der Höhen sind: 

Ftcos«!— F 3 cosß 3 =0, F s cos« a — F 3 cosk 3 =0, F 3 cos« 3 — F I cosa 1 =0. 
Da die Summe der linken Seiten dieser Gleichungen gleich Null 
ist, so schneiden sich die Höhen in einem Punkte. 

236. Die Gleichungen der Halbierungslinien der Innenwiukel 
des Dreiecke sind: 

V t — F 3 = 0, V t — F a = 0, T s — V,= 0, 
die der Halbierungslinien der Aufsenwinkel: 

y 1 + F a — 0, F 3 + F 3 = 0, V 3 + Vi — 0. 
Da die Gleichungen 

V t — F 2 + F s - F 3 + F 8 — F, = 0, 
Fl + F s - (V 3 + F 3 ) + V 3 - F, = 0, 
V a + Ti — (F 3 + V^ + Fi - F a = 0, 
^ 3 + Pi - (F L + F,) -f F a - V 3 = 
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identische sind, so folgt, dafs sich die Halbierungslinien der Innen- 
winkel eines Dreiecks in einem Punkte schneiden, ferner dafs auch 
die Halbierungslinien je zweier Anfsunwinkel und des gegenüber- 
liegenden Innenwinkels durch einen Punkt gehen, 

237. Die Gleichungen der Transversalen sind: 

V l sin ! -^ V a sin 2 -| B - = 0, V 2 sin 2 -^- — Y s sin 2 -^- = 0. 

V 3 sin 2 -~ — V l sin 2 -—■ <= 0. 

Die Snnunation dieser Gleichungen liefert das Resultat = 0. 

238. Da die Gleichungen der Ecktransversalen 

V, cos 2 V 2 cos s — - = 0, F a cos 2 _ 2 — "Tn cos 2 --*- = Ü, 



F 3 cos 2 ---?- — V 1 cos 2 -£- — 
sind, so lafst sich der Beweis mit Leichtigkeit führen. 

239. Soll den beiden Gleichungen 

v i + h r t + h ( v i + h VJ = ° untl 7 i + '' y» = 
dietelbc Gerade entsprechen, so mufs 

Je. + Afto , r — k, 

r = — — L ,— ,— ' also A == — — — — sein. 

1 + Ä r—h 

240. Es ist zunächst zu zeigen, dafs die gegebenen Geraden 
dem Strahlenbüschel 5# — ty -f- 3 + h(2x ~\- 3y — l) angehören. 
Zu diesem Zwecke setzt man 

^(7« — lg + 2) = 5x — 7y + 3 + fc(2a: + 3ff— 1)=0 
und erhält zur Bestimmung der Gröfsen ft t und k die HfsliUiorieii 

7Jfc t <= 5 + 27c, — 4Ä, = — 7 + 37c, 27^ = 3 — fc. 
Allen drei Gleichungen genügen die Werte fc t = 1, k = 1. Es 
ist also 

( 7 a, _ 4y -|_ 2 ) = 5« — ly + 3 + 1 (2« + 3y — l) — 0. 
Ferner erhält man 

19« + 14» — 4 = hx — ly + 3 + 7 (2* + 8y — l) = 
und 

3s — lOy + 4 = 5« — 7j + 3 — 1 (2 a; + Sff — 1) = 0. 
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Da nun 

f(3x— 10y + 4) = (7s— ly + 2)+fc(l9# + 14;/ — 4) = 

sein soll, so erhält man zur Bestimmung von /' und h die Gleichungen 

3/" = 7 + 19Ä, — 10 f = — 4 + 147;, 4/ , = 2 — 4Ä, 
woraus sich / = |-, h = — J 

ergeben. Also ist 
1(3* — 10s + 4)^(7a: — 4^+2) — i(S9* + 14y — 4) = 0. 

241. Die Gleichung des vievlen Rt.riihlt.iH ist 

A + * ! i| - o. 

Beispiel. Es ist ftj = — 3, demnach k% = — f, also die 
Gleichung des vierten Strahles 

3a — lö£y+ 23 =0. 

242. Setzt man 

/■(£, + ^i») = Z^ + ifejis + ^(Xj + k 2 L 2 ) — 0, 
9 (L s + ÄjXg) = X t -f *,£, + fiCA + hh) = 0, 
so erhält man den Wert des Doppel Verhältnisses 
r t 7(, — 'Jc 1 /(^ — ft, 
r a Ä x — fcg ' A ä — Äg 
Dieser Quotient wird kurz durch das Symbol {\^; ^Ä,) be- 
zeichnet. 

243. Man findet 

ftj = 3, Äj = — 2, Ä, = 1, Äg = 5, 
demnach ist 

fofcg; h L h 2 ) = — 2J. 

244. Es ist 

ft, — £, ftg — fcj 7t t — it 1 Aj — £ 2 ^ — - h t 



k 2 Jc 2 '*2 


— *t 


' 7*g — ft a &j — /^ 


' h 


— V 


7* 2 — 7c, 7i, 


— h 


h 2 — £g A 3 — h 2 
A a — Äj 7* B — ftj 




— V 


k,— k 2 ~ h, 


— Äj, 


— V 


7*3 — k t Ä, 


— 7% 


7^ — fcj Äg — 7^ 
' A, — h x h 2 — ftj 


, *1 


— V 


7i s — ft a 7a t 


— *»' 


'S, 


—V 
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also ist 

Der Wert des Doppolverhältnisses von vier Strahlen eines Büschels 
bleibt also unverändert, wenn man entweder die beiden Strahlen- 
paare mit einander vertauscht, oder wenn man in jedem Paare die 
beiden Strahlen mit einander vertauscht. 

245. Bezeichnet man den Wert des Doppelverhältnisses 
(£,&>; &■! fi a ) kurz mit f, so findet man 

(ft^; ÄjÄj)™^^; h^hj) = — . 

Das Doppel Verhältnis erhält in diesem Falle den reeiproken Wert. 

246. Ist (fcj&j; hjt^) => f, so ergiebt sich 

(V^; ftjÄj) = (&,ft a ; A^) = 1 — /: 

247. (Ajfc; VV) = (^S a ; Ä^) = _^ . 

248. Unter Berücksichtigung der vorhergehenden Lösungen 
findet man, daf3 die Doppel Verhältnisse von vier Strahlen nur 
sechs verschiedene Werte besitzen können, nämlich 

'•f-f f i— f f 

'' IM. Die Gleichung der Halbierungslinie des Winkels ist 
V[ — y ä = 0, die der Halbierungslinie des Nebenwinkels Kj-f-K,=0, 
demnach der Wert des Doppelverhältnisses gleich — 1. 

250. Die Halbierungslinie wird in den betreffenden Punkten 
von der Halbierungslinie eines Innenwinkels, sowie von der des 
anliegenden Aufsenwinkels geschnitten. Diese Halbierungslinien 
bilden aber mit den Seiten, durch deren Schnittpunkt sie gehen, 
ein harmonisches Strahlenbüschel. 

251. Durch einfache Umformung der Relation 

Ä, — \ h 2 — k t 
h x — fcj : A 3 — * 8 ~ ' 
erhält man die Bedingungsgleichung 

h \ ~ i Oh +h)(A + h) + k ih = 0- 

252. Die Bedingungsgleichung geht in diesem Falle über in 
£ (&i — kg) (Äg — ft,) = 0, also Ä 2 = Ä, ; d. h. fällt ein Strahl des 
zweiten Paares mit einem Strahle des ersten Paare: 
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so nrafs auch der andere Strahl des zweiten Paares mit demselben 
Strahle des ersten Paares zusammenfallen. 

253. Untersucht man zunächst, ob die Geraden des zweiten 
Paares durch den Schnittpunkt des ersten gehen, so findet man 
Sy + ix — 25 + 2 (2y — 3x — 11) = ly — 2x - 47 = 0, 
32,-1- 4k — 25 — 2(2i/ — 3x — ll)= — y+ 10#— 3=0. 
Der Wert des Doppelverhältnisses ist also gleich — 1; d. h. die 
beiden Geradenpaare bilden ein harmonisches Büschel. 

254. Die Gleichung zwischen den Parametern geht in diesem 
Falle über in 

khs + = 0, 



255. Man erhält drei Lösungen, da man entweder die beiden 
ersten Geraden, oder die erste und dritte Gerade, oder die beiden 
letzten Graden als konjugierte Strahlen betrachten kann. Bezeichnet 
man die Gleichung der gesuchten Geraden mit i t -|- fcZ s = 0, 
so erhält man zur Bestimmung von & im ersten Falle die Gleichung 

fei *a — i (h + *) Oi + fea) + *i* = 0, 
im zweiten Falle 

fc,fc 3 — £(*a + h) (Je, + fc,) + fcjfe — 0, 
im dritten Falle 

hh — i C*i + *) (*s + h) + M = 0- 

256. Es ist 

2x + 5y - 8 — 1 (5* + y — 16)=(- l) (3k - 4y - 8) = 0, 
demnach die Gleichung des der dritten Geraden konjugierten Strahles 

2# + 5y — 8 + 1 (5* + V — 16)= 7a- + 6y — 24 = 0; 
ferner findet man die Gleichung des Strahles, welcher der zweiten 
Geraden konjugiert ist, 

9y — x = 0, 

und die Gleichung des der ersten Geraden konjugierten Strahlen 
8x — 3y — 24 = 0. 

257. Bezeichnet man die Gleichungen der gegebenen Strahlen 
mit L t -j- Ä,i a = 0, £, + fcj£ a — > 0, X, + S» i B = 0, so erhält 
man die Werte Ä t = — 5, fc ä = 3, fr 3 = 1. Zur Bestimmung von 
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k lassen sich deranaeli die folgenden drei Gleichungen aufstellen 
(vergl. Lösung 255) 

— 15+ (1 + Ä)+ * — 0, 

— 5 + 2(3 + Ä)+ 3k = 0, 
3 — 2(* — 6) — 6* — 0, 

woraus sich die Werte 7, — £, V ergeben. Die Gleichungen der 
gesuchten Geraden sind u.lso: 

51a; — 11 jf + 2=0, 

3x+ 17?/ — 26 = 0, 

105k — 5y— 22 — 0. 

258. Die Gleichungen der harmonischen Strahle nbüschel, deren 
Mittelpunkte die Eckpunkte des Dreiecks sind, haben folgende Gestalt : 

1) F,=0, F 3 =0; F^ina,— F a sin« a = 0, F^ino, -J- F 2 sin« 3 = 0. 

2) r s =0, F 3 =0; F a sin« s — F 3 sm« s =0, F s sin« 2 + F B srn ß|| = 0. 

3) F 3 =0, F, = 0; F 3 sin« s — F x sinai=0, F 3 sin« 3 H- F^in«, =0. 
Dagegen sind die Gleichungen der Geraden, welche mit den drei 
Schwerpunktstransversalen barmonische Strahlenbüschel bilden: 

F, Bin « t — 2 Fj sin cfe + F s sin *> = 0, 
F a sin « 2 — 2 F 3 sin « 3 + V L sin «, = 0, 
F 3 sin c 3 — 2 Fi sin K t + F 2 sin « 2 = 0. 

259. Die Gleichungen der Höhen des Dreiecks sind: 
Fi cos « t — F a cos «, — ■ 0, F a cos « 2 — F 3 cos « g = 0, 

F 3 cos % — F, cos «i = 0, 
demnach die Gleichungen der gesuchten vierten Harmonikalea: 
\\ cos «! — 2 F g cos c 2 + F s cos a 3 = 0, 
F 2 cos k 2 — 2 F 3 cos « 8 + Fi cos «, = 0, 
F 3 cos a 3 — 2 Fi cos a l + F 2 cos « g = 0. 
2(30. Mit Hilfe der Lösung 237 findet man die Gleichungen 
der vierten Harmonikaien: 



F, s 



- 2 F 2 sin* Ä. + F 3 sin 2 Ä = 0, 
-2F 3 sin a -^- + ^ S m 2 -^- = 0, 



- 2 F, sin* -±- + F 2 ! 



= 0. 
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261. Da sich aus der Gleichung 

Kh — i( h i + ! h) (*t + h) + hh "° ° 
für jeden reellen Wert von 7/j ein entsprechender Wert von h t er- 
giebt, so werden sieh unendlich viele harmonische Strahlenpaare 
bestimmen lassen, 

262. Sind L L -f h, L 2 = 0, X, + \ X ä = die Gleichungen 
des gesuchten Strahlenpaares, so lassen sich zur Bestimmung der 
unbekannten Parameter k v 7j 2 die Gleichungen 

Kh — i C'i + h) (h + h) + *i & a = 0, 
*A — 1 0*i + 7 'ä) Ol + »i) + r t r t = 
aufstellen. Berechnet man aus diesen Gleichungen W und h 1 -\- 7' a , 
ho ersieht man leicht, dafs Ä, und h 2 Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung sind. Es kann also nur ein einziges Strahlenpaar ge- 
funden werden, welches mit jedem der gegebenen Paare ein har- 
monisches Büschel bildet. Dieses Strahlenpaar wird als ein reelles 
oder imaginäres bezeichnet, je nachdem die Werte von \ und ftg 
reell oder imaginär sind, 

263. Es ist 

2y + 3x — 23 = 3 (2«y — x — 11) — 2 (2j — Sz — 5) = 0, 
40/ + x — 10)^6(27/ — cc — 11) — 3(2#— 3 a; — 5) = 0, 
liIsü litsiien hidi zur l'päümmiing von 7(j und /?„ die Gleichungen 

h. _ , V+i V+i _ _ i 
*• ' *i + i ' *i + i 

aufstellen, woraus 

*,- + VI. h = +Vi- 

Die gesuchten Gleichungen sind sonach: 

(2»-«-ll) + V^(2»-3«-6)-.0, 
(29-1- ll)-yf(2» — 8«-5) — 0. 

264. Da 

— 12» + 25« — 11 = 2»+ 8* — 5 — 2(7»— 113; + 3) — 0, 
37»— 52« +10 = 2»+ 3» — 5 + 5(7»— 11«+ 3) — 0, 
so erhalt man zur Bestimmung vou \ und h., die Relationen 
)i t + 2 fe + 2 
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Die Gleichungen des gesuchten Strahlenpaares sind demnach: 
2y + 3a; — 5 -f- » "|/lO (7j — IIa: + 8) — 0, 
2?/+ 3a — 5 — *yiÖ(77/— 11«+ 3) = 0. 
Beide Strahlen sind imaginär. 

265. Nehmen wir an, dafs die Gleichungen des vierten 
Strahlenpaares, welches mit jedem der gegebenen ein harmonisches 
Büschel bildet, i, -f- k t L 2 = 0, L Y -\- ft s i a = seien, so lassen 
sich nach Lösung 262 folgende Gleichungen aufstellen; 

\ ft s — i (K + h) (h + h) + *i*2 = 0, 

*A — i ft + K) (h + **) + hh = o, 

Mg — i ( ; 's + A e) (*i + *ä) + ^1*3 = 0. 
Eliminiert man ans diesen Gleichungen f(fc, + fc a ) und A^, so 
erhält man die Bedingungsgleichung, welcher die Parameter 7^, 
^si Äjj Ä 4 , ft 5 , A ß genügen müssen, nämlich 
111 
; 'i + h h + h h + A t 
/ijAa W h b h e 

266. Man findet 
\ = 3, A a 1, ft 3 = 5, * t •= 2, A 5 — 1, hg < 



1 



7 4,5 



= ist, so 



sich die drei Strahlen- 



—3 10 3,5 
paare in Involution. 

267. Da in diesem Falle /i, = 0, ^ = 00 ist, so geht die 
in der Lösung 265 gefundene Be ding imgsgleich ung über in 
ftfa — Va = 0. 

268. Betrachtet man die beiden ersten Geraden als Funda- 
mentalstrahlen des Büschels, so findet man f\ — 3, f 3 = 8, r 2 = 4, 
r 2 = 6. Die drei Strahlenpaare befinden sich also in Involution. 

269. Mit Hilfe der gegebenen Relation findet man leicht 
fe 2 = 13, &/ = — 5, fc/' = 2,5; demnach sind die Gleichungen 
der Strahlenpaare; 

j27# ~\-y — 2 = 0, (17« — y = 0, 
J67a; + 9y — 10 = 0; J28a: + 9y — 8 = 0; 
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f 8s + 6y — 5 =0, 
S29a; — 3i/ + 1=0. 

270. Man kann annehmen, dafs die Involution durcli die 
Relation 

frjfcä — o (Ä, + Äj) + 6 = 
bestimmt ist, und ersieht leicht, dafs einem Werte von fc t nur ein 
ganz bestimmter Wert von Jc 2 entspricht, dafs ferner eine Ver- 
änderung der Relation nicht eintritt, wenn man %, und fr 2 mit ein- 
ander vertauscht. 

271. Bezeichnet man die Gleichung des gesuchten Strahles 
mit L t 4- r 3 L 2 = 0, so läfst sich die Gröfse r 2 eindeutig durch 
die Relation 

1 1 1 

k l + *2 *1 + *2 »'t + »2 = ° 

&,£, /i t A a r y r s 

bestimmen. 

272. Betrachten wir die beiden ersten Geraden als Funda- 
mental strahlen des Büschels, so finden wir 

jfcj = 0, ÄJ, •= od ; \ — 2,5, ^ = 4; »-, = 2, »- a = 5; 
demnach ist die Gleichung des sechsten Strahle 
31s + 23i/ + 22 =0. 

273. Nach Lösung 262 rindet man leicht die Gleichungen 
der beiden Strahlen 

5a! _|_ y — ii _|_ 21/6" {3s - 2j + l) = 0, 
$x + y — 11 — 21/6(3« - 2y + 1) — 0. 

274. Nach Lösung 265 genügen die Parameter Ä t und \ 
zweier entsprechenden Strahlen der Involution der Relation 

l h h, — i (\ + Äj) (*, + fc,) + V% — 0, 
wenn fc t und ^ die Parameter der harmonischen Strahlen sind. 
Um die Parameter der Doppelstrahlen zu finden, setzt man 
*i == ^2 == ' ! un ^ erhält 

fe 2 — (*, + ftg) Ä + ftiftg = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind; 

k = &j und ft = Ajj. 
Daraus folgt: In einem involutori sehen Strahleubiischel können nur 
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zwei Doppel strahlen vorkommen und zwar fallen dieselben mit den 
beiden Geraden zusammen, welche mit jedem Strahlenpaare der 
Involution ein harmonisches Büschel bilden. 



275. Die Parameter r y rnr 
sind die Wurzeln der Gleichung 



beiden Doppel strahlen 



«=0. 



k, -f- kg h t -\- h% 

276. Da hier 7^ = 3, h 2 = — 1, Äg = 5, h i = 2 ist, so erhält 
a zur Bestimmung der Parameter der Doppel strahlen die Eelation 



- 3 10 
5r 2 — 26r + 41 =0, 

— 1 r 3 = ergeben. Die Doppel- 

iaginär und entsprechen den Gleichungen 
3</+ 2 + 1 ^"— (»+2j_l)_0, 



woraus sich r, = 
strahlen sind also 



5# — 3j/+ 2 + 



13 • 



9 -(x + 2y - 1) = 



■ 0. 



277. Betrachten wir die beiden ersten Strahlen als Funda- 
mentalstrahlen des Büschels, so sind die Parameter: 

h, ~ 0, 7*2 — oo; ä 3 = 2, h t = 5: 
demnach ist r, = + YlÖ, r % = — yTo. 

Die Gleichungen der beiden reellen Doppelstrahlen sind sonach : 
11* — 2j/ + 7 + ]/lÖ (4* + 5y + 3) = 0, 
11* — 2y + 7 — 1/iÖ (4* + 5y + 3) = 0. 

278. Sind h s und k 2 die Parameter der beiden gegebenen 
Doppelstrahlen, so reicht zur Bestimmung entsprechender Strahlen 
des invotutori sehen Büschels die Eelation 

J h k 2 — i (Ä, + Ä,) fo + ftg) + fc.fc, = 
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279. Die Parameter der beiden Doppelatrahlen sind: 

Jfc, = 3, &j = 4. 
Da ferner der Parameter des gegebenen Strahles \ = 1 ist, so 
ergiebt sieb 

>H-V- 
Die gesuchte Gleichung ist daher 

59# + 16^ — 2 = 0. 

280. Je zwei entsprechende Strahlen liegen symmetrisch zu 
den beiden Doppelstrahlen; d. h. die Winkel je zweier ent- 
sprechenden Strahlen werden von den Doppelstrahlen halbiert. 

281. Ist Je, der Parameter der beiden zusammenfallenden 
Doppelstrahlen, so ist die Relation 

V — h <X + 7i ä) + h th — 0. 
Entwickelt man diese nach A, oder h^, so findet man, dafs eine 
dieser Gröfsen gleich \ sein mufs, während die andere jeden be- 
liebigen Wert besitzen kann. Liegen demnach die Doppelstrahlen 
eines involu torisehen Strahlenbüschels in einer Geraden, so wird 
ein Strahl von jedem Paare mit dieser Geraden zusammenfallen. 

282. Die gesuchten Strahlen halbieren die Winkel der beiden 
Doppelstrablen. Die Gleichungen der Doppelstrahlen sind: 

y (2 + 2 Vi) - x (1 + 3 Vi) ~ « - 5 Vi - 0, 

y (2 - 2 Vi) - * - 3 VT) - 11 + 5 VT - 0, 

demnach die Gleichungen der lotrechten Strahlen, welche sich 

gegenseitig entsprechen, 

g (2 + 2 VJ) - x (i + s yj) - 11 - 6 Vj 



I y(2 -2 V T) 



-s(i-3yT)-n + 5vT 



"VT 

die Parameter der beiden gesuchten 
n sich zur Bestimmung derselben die 



283. 
Strahlen mit k L , >%, 
beiden Gleichungen 

7*^ — a t (A t + 7*ä) + Öj = 
W — «a (A, + Äa) + fc 3 = 0, 
i denen a, und &, von k,, h,, ft s , £. 
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ö 2 von r u r v r 3 , r i abhängig sind. Die Auflösung der Gleichungen 
führt zu dem Resultate, dafs nur ein Strahlenpaar existiert, wel- 
ches der gestellten Anforderung genügt. 

284. Da 

A 1 (ffcos^ + j/siutt! —Pt) +A a (acosK 3 + # sin tt s — p t ) 
-f- A 3 (xcosa 3 + ?/sin« a — p 3 ) = xcoa<p + (/siny — <J — 
sein mufs, so ergeben sich zur Bestimmung von A 1 , A % , A 3 die 
Relationen 

jljcos^ -j- A 2 üos<» i + A 3 co$a 3 — cosy, 

^sinßj + ^sindjj -J- ^ 3 sina 3 = sin<p, 

APl + A 2P2 + ^3^3 = *, 

aus denen sieh die gesuchten Werte leicht ermitteln lassen, nämlich 



-. = 41 



A. = — - i sin«, 

1* 



cos«, 


1:0-9; 


eoä« s 


sin a 1 


skup 


sin«,. 


Pi 


<5 


ft 



ft 



J»i Ä 



A 



285. Die Höhen des Fundamentaldreiecks mögen mit 7^, 7^, 
fig, die Abstände der Ecken desselben von der Geraden 

a 1 x 1 -j- «^^ ~\~ a 3 x s — ® 
mit (i,, dg, dg bezeichnet werden. Setzt man in den Ausdruck 
a L x i Hr %*ä ~f~ '^^ die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden 
Fundamentallinien # a = 0, # a = ein, so ist der Wert des- 
selben gleich d t dem Abstand dieses Punktes von der Geraden 
a ^ Xi _|_ a^ -j- a$x 3 = multipliziert mit einer Konstanten it. 
Da aber in diesem Falle x L = Ä„ % = 0, a; 3 = ist, so ergiebt sieh 

»jAj = fcdj. 
In entsprechender Weise findet man a a A a = fe^, <%/% = Ät^, also ist 
d t ^a <% 



-A 



= 0. 
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Die 


gerade Linie. 












286. Zur Bestimmt 


mg 


der 


Konstanten 


a„ «g, 


«8 


erhält 


man 


die 


Gleichungen: ■ 


















eoj + 2a 2 -f a 




■■ 1, 


— 2« t — «, 


! + «3 


= 


2, 





demnach ist die gesuchte Gleichung: 

287. Sind l lt l 3 , 1$ die Längen der Seiten, Ä,, 7f ä , h s die 
Höhen des Fundamentaldreiecks, so ist 

i (l,x' + Lau' + * s a; 3 ') = J", oder ^- + £- + ^ = 1. 

288. Beiden Gleichungen müssen gerade Linien entsprechen. 
Da nun für jeden endlichen Punkt 

^ + l 2 x 3 + l s x % = 2J, 

2Jsin«. 
x l sma l -j- %sin% -f- # 3 srn« 3 = — 

ist, so kann kein endlicher Punkt auf den betreffenden Geraden 
liegen. Den beiden Gleichungen entspricht demnach die unendlich 
ferne Gerade. 

289. Die Lage der Schnittpunkte ist bestimmt durch die 
Relationen: 

x i == 0, «i,^ -f" a$x h = 0, i 2 % + ( ä #3 = 2J; 
x i = 0, a 1 x 1 + ß 3 iC3 » 0, ija:, -{- Z 3 # 3 = 2.7; 
^ = 0, o^j + a s x 2 = 0, ijiB, + l^ = 2 J. 

290. Die Lage des Schnittpunktes ist bestimmt durch die 

Relationen: 

I Oo o. I I a, a, I I a, a, I 
X i :x s :x 2 = \ \:\ , : j, ?!% + ^^ 3 + ^x 3 = 2J". 

[«i«»! k fl il K^l 

291. Bezeichnet man die gesuchte Gleichung durch 

a^Xj + a^Xe + a s « 3 = 0, 
so erhält man zur Berechnung der unbekannten Quotienten — - — die 
beiden Relationen 

<W + ß 2%' + «3%' = °> a i x i" + <W + <%<%" = 0. 
Als Gleichung der Geraden AB findet man demnach 
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292. «i»! + a ü x 2 -j- a a x s + i («/«j + o/a^ + a 3 'x s ) = 
oder {«! + *«/) % + («s + *«*')' % + («3 + *«b') *s = °- 

Vergl. Löl 99. 



2 «Ä 



= 0. Vergl. Lös. 51. 



294. Die Gleichung der Geraden, welche durch den Punkt 
asj = 0, % = geht, ist iCg'jCj — *,'«, = 0, 

iCg — 0, Xg = „ „ x 3 'x 2 — x 2 'x 3 = 0, 
a^ = o, *, = „ „ «/a% — %';»! = 0. 

295. Die Gleichungen der Verbindungslinien sind; 

a 2 7s 2 -f- a s ^3 = 0, a 1 x l + « s a; 3 == 0. 
Den Schnittpunkt findet man durch 
x s :x s = a — «V«^, a;j : ic s = — « 3 ■■ «i, ^ 1 + ( ä ^4-! 3 a; s = 2J, 

296. Die Gleichungen der Diagonalen sind: 

«i*i + <h x 2 + "a^s ™ 0' »i»i — «a^s = °. «s = 0. 
Für die Schnittpunkte derselben gelten aufser l 1 x l -{-l 1 x 2 -j-l 3 x 3 = 2J' 
ii ^ = «3 = — <V 2tt ii 



= «2 1%; 
auf, so orlili.lt. jnm 



für den ersten die Eelationen % : # 2 = « a 
„ „ zweiten „ „ x ä = 0, 

„ „ dritten „ „ % = 0, 

297. Fafet man a^ = als 
^=-0, ^«=0; a; I :^:Ä s = <:<:« 3 ', l^ -\- l % x t -\- h 
Kj = 0, 3^:% = x%:x 3 , 'i#i + &a#a + ^#3 = 2/; 
# a =0, a^iajj = Xx':?*, h%i + fs^a + ^% =■ 2/; 
^ = 0, «„ ■= 0; x t — 0, # 3 = 0. 

298. Es seien (s. Fig. 6) die g 
Gleichungen von AG a^ = 0, von 
BC x 2 = 0, von AB x 3 = 0, von 
(?.H'a 1 :e I + a 2 # s + « 3 a; 3 =0, dann ist 
die Gleichung von .CD «j # t — a 2 %=0, 
die von OF a^x t + o 2 % = 0. Die 
Geraden CS und C.F bilden dem- 
nach mit CA und CS ein harmonisches Strahlenbüschel. Die 
Diagonale AS wird also in den Punkten Z» und F und die Dia- 




Hosted by 



Google 



56 Die gerade Linie. 

gonale GM in den Punkten M und F harmonisch geteilt. Ver- 
bindet man A mit M, so ergiebt sieh, dafs auch die Diagonale 
GL in M und D harmonisch geteilt wird. 

299. a) Die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden 
mit den drei Fundamentallinien ergeben sich aus den Gleichungen: 

«s** + «s^s = 0> h®* + *s*s "= 2J ; 

a i x i + «3% = 0, l l x l -\- l 3 x s = 2J"; 

«1% + «s«g = 0, \x t -}- Jg^ = 2 J 
und lassen sieh zur Konstruktion verwenden, 
b) Die Geraden, welche den Gleichungen 

a,^ -f t^ = 0, « 2 tf 2 + ([ s z 3 = 0, «3jc 3 + a^ = 
entsprechen, sind die Ecktransversalen des Fundament aldreiecks, 
welche nach den Funkten gehen, in denen die Seiten x L = 0, 
X 2 — 0, X 3 = von der Geraden a^ -|- a 2 % 2 -\- «ga; a = ge- 
schnitten werden. Diese Ecktransversalen teilen aber die Winkel 
des Fundamentaldreiecks so, dafs sich die Sinus der Teile wie 
— <v« 2 , — «^«si — ß 3 :ß i verhalten. Teilt man demnach die 
Winkel des Dreiecks in der angegebenen Weise und verlängert 
die Teilungslinien, bis sie die Seiten des Dreiecks durchschneiden, 
so ist die Lage der Geraden durch diese drei Schnittpunkte be- 
stimmt. 

300. Die Gleichungen zweier parallelen Geraden in der 
Normalform sind: 

xcosip + y&mtp — ö = 0, 

fccosg? + ysintp — 5 — ^ = 0. 
Führt man homogene Koordinaten ein und benutzt dabei die in 
Aufg. 284 gebrauchten Ausdrücke, so erhält man für die erste 
Gerade A l x l + A e x i + A s x s = 0, dagegen für die zweite 



nn man die Winkel des Fundame 
et, 



oder wenn man die Winkel des Fundamen taldreiecks mit A, B, C 
bezeichnet, 

i^\ . / . . <J, sin £\ . / A. rin r\ 

0. 
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Da nun der Ausdruck ^sinA -f- x 2 sinB -j- x$s'mC einen kon- 
stanten Wert besitzt, nämlich — - — — j so folgt, dafs sich die 

Gleichungen zweier parallelen Geraden in homogenen Koordinaten 
nur durch einen konstanten Addenden unterscheiden. 

301. Wir nehmen an, es seien ^ = dA^ a a = <dA 2 , « s = 4A S , 
dann ergeben sich die Gleichungen: 

(<*! + dsmA) asj + ("s + dsinB) ff 2 + (a, + dsinC) » ä = 0, 
(«1 — dsiriji) #, + (og — dsin£) x % + («s — rfsinC) % = 0. 

302. ((»1^1 -J- 02« s + «3^3) (^'sin-i + a^'sm.B + x s 'sinC) 

— ( a i #1' "f" "2 x i + f 'y %') (#1 sm -^ "f" a: n sia-B + a; s sin C) = 0. 

303. ä^sinJ + j; a sinB = 0, %sin£ + a^sinC = 0, 
it^sinC + a^sin-d = 0. 

304. Die Gleichungen der Schwerpunkttransversalen sind: 
^sinji — # a sinJB = 0, %sin.B — # 3 sinC = 0, 

a: 3 sinC — x^mA = 0, 
die Koordinaten des Schwerpunktes: 

_ 2J _2J = 2J 

305. Die Gleichungen der Verbindungslinien sind: 

— «jBin-d + %sinS + %sinC ■= 0, 
x^inA — x^mB + x 3 smC = 0, 
X^inA -j- x 2 sin£ — # 3 sinC => 0. 
Aus der Gestalt derselben geht unmittelbar hervor, dafs die Ge- 
raden den Seiten x x = 0, %% => 0, # 3 = parallel laufen. 

306. Es lassen sich hier die in Lös. 284 entwickelten Trans- 
formationsgleichungen benutzen: 

a 1 co8a l -4- ß.>cosKg ~J- m 3 cosr 3 = cos 9^, 
«jsina, -4- (^sinttj -J- « B sin« 3 = sin 9,, 
Oj'cos^ -f- « 2 'cosc 2 -j- Oj'cosk 3 = eostp/, 
a/sin «j + «ä'sin « 3 + » 3 'sin « 3 = sin tp t '. 
Schneiden sich die beiden gegebenen Geraden rechtwinklig, so 
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mufs cos Vi' cosg^ + sing> : ' sin<j>i = sein, also ergiebt sich als Be- 
ding ungsgleichung 

<h<h + <H<h' + <h<h + («i^s' + <h a i) cos ("* — «i) 

+ (^o 3 '+« 3 « S! ')cos(b 3 — ^) + (a 3 a 1 '+a 1 ß a ')cos(« 1 ~« 3 )=Ü, 
oder wenn wir die Winkel des Fundamentaldreiecks A, B, C ein- 
führen, 

«!«/ 4" «2 V + «W («W + «»%') CObC («gOs' + lsO C0S -* 

— (%%' + a l°3') C0S -^ = °" 

307. Mit Hilfe der vorhergehenden Lösung findet man 
ja, — a.cos^l — a, eosC «, — a.cosB — « a cosA I 
% ^3 I 

I «, — o.cos-B — 0, cos -^ % — « 2 cosC — « 3 cosi? I 



+ , . U 3 = o. 

' ^1 ^ l 

308. Die Gleichungen der Höhen findet man, wenn man die 
betreffenden Werte in die (Lös. 307) gewonnene Gleichung eins 

#jCosA — x 2 cosB = 0, # a cos.F — # 3 cos(7 =f= 0, 
a; 3 cosC — x 1 cosA == 0. 
Die Koordinaten des Höhenpunktes sind: 
2JcosBcosC 

-, F — •.- 

wo if =I 1 cosJßcosC f + / 2 cost?cos4 + i 3 cosj4 cos Bist. 

309. Die Gleichungen der Seiten des Fufspunktendreieeks sind: 

x t aosA — x^cosB -f- x s gosC = 0, 

tfjCOS-d -j- a! 2 cosB — £ 3 cosC = 0, 

— a^cosJ. + a^cosB + a^cosC = 0. 

310. Die Halbierungspunkte der Seiten des Fundamental- 
dreiecks sind bestimmt durch die Relationen: 

% s =.0, ;z a sin.B — # 3 sinC = 0; X 3 = 0, x, ä sinC — x^inA = 0; 
# 3 =0, «\bLrA — a^sinB = 0. 
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Bei Einsetzung dieser Werte führt die Gleichung in Lös. 307 z 
folgenden Resultaten: 

x 1 sia(B — C) -f-x K siniJ — # s sin (7 = (Lot auf asj = 0), 
— XjS'mA +#2 ein(C — Ä)-\-x a smC=0 (. . . # a = 0), 

x 1 amA — x s ehiB + x a 8m(A — B) — Q (. . . x 3 = 0). 
Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: 







siuÜ — smC 




sin(£— C) — sin(7 


, 1 


sin(C— A) sinC 


fc 


— sinjl sin (7 


2J l 2 l s 




E, 2/ i s 




sin(S— (?) sinB 




siu(B-C) sinif 


"it 


— sinj. sin(C — Ä) 


, W0fe = 


— sin.4 sin(C—Ä) 






^ lz 2J 




h h 



311. Bezeichnen wir den gesuchten Abstand mit d und ziehet 
durch den Punkt P eine Parallele zu der gegebenen Geraden, sc 
erhalten wir als Gleichung derselben 

(«! + dmnA) x t + («g + dsin^)^ -f (a, + dsmC) * s -= 0. 
(VergL Lös. 301.) 

Da diese Gleichung bei Einsetzung der Koordinaten des Punktes 1 
zu einer identischen werden mufs, so ergiebt sich mit Hilfe der 
selben der Wert 



z^sinA -)- K g ' 


BioS+i,'«inO 


Ä ,S 


= 0, %cos — — %cos — 


,0 ,Ä 


= 0; vergl. Lös. 238. 


jl . ,-B 


-0,„i»>* *,»in>? 



-a^sin 8 — = 0; vergl. Lös. 237. 
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314. w=— i —> v — — ■ 

« t ö s — O^Ot % o 2 — « 3 ö, 

Beispiel. «— -^ « A- 

315. M » i + > g i ft i + * . Vergl. Lösung 60. 

316. f^„ + <^„ +1 _o«a. r i4^-o. 

Beispiel. 6» + 5« + 1 — 0. 

317 ■%±»", , + " l ±-». , + 1 . 
n + «1 n + w 

oder 

318. Der" Gleichung ji x — jl g = entspricht der unendlich 
ferne Punkt auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte. 
Wie findet man das Resultat mit Hilfe der vorhergehenden Lösung': 1 

319. Halbiert man den Abstand der beiden Punkte A 2 = 

A s + A. 

und A s = 0, so ist die Gleichung des Tcilpunktes — — = 0. 

Da der Schwerpunkt den Abstand dieses Punktes und des Punktes 
A 1 = im Verhältnis 1 : 2 teilt, so ist die Gleichung desselben 
A, + A 2 + A 3 _ 
3 

320. Die Gleichung des vierten Eckpunktes ist— A 1 -\-A 2 -]-A s =0, 
oder A t — A 2 -f- A s = 0, oder A 1 -j- A 2 — -4 ä = 0, je nachdem 
derselbe dem ersten oder dem zweiten oder dem dritten der ge- 
gebenen Punkte gegenüberliegt. 

321. A l — kA 2 = 0. 

322. Bezeichnet man die Entfernung des Punktes A 1 — k A 2 = 
von A t = mit d it Ton A% = mit t^, so ist d t : d 2 = k : 1. 

Ist & negativ, so liegt der Punkt zwischen den gegebenen 
Punkten, ist dagegen k positiv, so liegt er aufserhalb. Welche 
Lage hat der Punkt für k = 0, welche für k = oo? 

323. Es mute k l A l + k i A 2 -\-k i A i = sein. \, k 2 , k 3 
a Konstante. Vergl, Lösung 107. 
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324. DieGleichungen der unendlich fernenPunkte der Seiten sind: 
A 1 — A t = 0, A a — Ä s = 0, A s — A v = 0. 

Da A 1 — A t + A 2 — A s + A & — A t == ist, so müssen die 
unendlich fernen Punkte der drei Seiten in einer Geraden liegen. 

325. Die Gleichungen der Teilpunkte sind: 

A. - ^ JL — 0, A,-^A, = 0,A s -^ A, = 0. 
Ss 9i Sa 

Da 

A _ü* ^ + li(i ä _ & j\ + ÄÄ> (^ _ ft ^ ) = M 

so liegen die drei Punkte in einer geraden Linie. 

326. Dem Werte h = 3 entspricht der Punkt 

i« + V« + i-o, 

Bin Werte h — — 7 der Punkt 

¥ « + V • + 1 - 0. 

327. Der Abstand zwischen den beiden Punkten A i = und 
A 2 = wird von dem Punkte A x -4- ^a = im VefMltnia k : 1 
von dem Punkte kA t -{- A 2 = im Verhältnis 1 : k geteilt. 

328. Es ist 

2(4m + 2« + 1)=5m~4*.+ 1 + 1(3« -f 8« + l) = 0, 
— 1{« + 20» + 1)=5m — iv -j- 1 — 2(3m + 8*J + l) = 0, 
demnach hat das Doppel Verhältnis r^ den Wert — ^. 

329. Man findet leicht, dafs 

S(S|« + 4e+ l) = 3w— 2»+l + 2(4t*+7t> + l) = 
ist, also ergiebt sich als Gleichung des gesuchten Punktes 

3w — 2v + 1 + 5(4 M + 7« + l) = 
oder 3f m + 5£o + 1 — 0. 

330. Setzen wir 

f(A L — \At) — A t — \A % — r x [A\ — \A^ — 0, 
g{A x — Ma) = A X — \A % — r % (A t — Ms) — 0, 
so finden wir den Wert des Doppelverhältnisses 

»■j h^ — kj A ä — Äj 

r t \ — ft s ' A a — &2 
oder in abgekürzter Form (fc,^; ft,^). Vergl. Lösung 242. 
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62 Der Punkt. 

331. Es int Ä, = — 1, Ä- 2 = 3, Ä, = f , h = |, demnach 
der Wert des Doppel Verhältnisses 

332. Da *! — %, fcg = |, #! = $ ist, so ergiebt sich zur 
Bestimmung von k^ die Relation 

In! - ^~i _ ti 
*-*"*-* **' 

woraus ^ = £ folgt. Die Gleichung des vierten Punktes ist so- 
nach — 2m — 47p + 1 = 0. 

333. /i,ft s — ■K^+ fi s)C & i+ Ä a) + ^*2 = 0. Vergl.Lös.251. 

334. Zunächst ist festzustellen, dafs die gegebenen Punkte 
auf einer Geraden liegen, dann findet man 

V (7 AM _ 1 3 rW+ l) 5 =ll w _2«+l+i(3 M + ) , + l)=0, 
H61«- 17« + l)=llw~2« + l -|(3« + w+l) = 0. 
Der Wert des Doppel Verhältnisses ist = — 1, die Punkte sind also 
harmonische. 

335. Wir betrachten zuoächst die beiden ersten der ge- 
gebenen Punkte als zugeordnete Punkte. 

Da 
£(27« + 36v + l) = 7« + 3w+ 1— |(2« — 5«+ 1) — 
ist, so ergiebt sich als Gleichung des vierten harmonischen Punktes 

7m + 3*> + 1 + $(2u-5v + 1) =0 
oder 4$« — %v + 1 — 0. 

Es seien ferner der zweite und dritte Punkt zugeordnete Punkte, 
dann findet man leicht, dafs 

|(7« + 2v + 1)== 2« - 6* + 1 + i (27» + 35« + l) = 0; 
also ist die Gleichung des vierten harmonischen Punktes 

2w-5y + 1 — i(27«+35u+ l) — 
Oder — 6^« - 18$« +1 = 0. 

Ist endlich der dritte Punkt dem ersten zugeordnet, so ergiebt sich 
— i (2m— 5*> + 1)=27m+35s>-|-1— 5(7w + 3i>+1) = 0, 
demnach erhält man als Gleichung des vierten Punktes 
21u + S5v + 1 +5(7u + 3*>+ l) = 0, 
oder IO^m + 8£« + 1 = 0. 
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336. Ä t — A 2 = 0. Daraus folgt: Halbiert ein Punkt den 
Abstand zweier konjugierten Punkte, so liegt der ihm zugeordnete 
Punkt in unendlicher Ferne. 

337. Da die beiden gegebenen Punktepaare auf einer Geraden 
liegen, so lassen sich die Gleichungen des zweiten Punktepaares 
durch die des ersten ausdrücken. Es ist nämlich 

— 3(6** + » + l)=2u + 9« + l — 4(5w + 3*; + l)=0, 

— $(9m-5» + 1) = 2w + 9» + 1 - J(5w+3» + l) = 0. 
Zur Bestimmung der Parameter h x und h 2 des gesuchten Punkte- 
paares ergeben sich demnach die Gleichungen: 

\ \ — 4 \ — 4 

deren Wurzeln 

Tl = + yf t r 2 = + ]/7 sind. 

Die Gleichungen des gesuchten Punktepaares sind somit: 
2w + 9t>+l +1/7(5»+ 3v + 1) = 0, 
2w + 9i> + l -V?(5« + 3» + l) — 0. 

338. Es ist 

4(5m + 3w + 1)=2« + 9v + l + 3(6m + »+ 1) = 0, 

— 4 (9« - $v + 1)= 2« + Qv + 1 - i (6« + * + 1) - 0. 
Mit Hilfe der Parameter findet man die Gleichungen des Punkte- 
paares : 

2« + 9. + l-ijT(6« + « + l)-0, 
2ii+ 9i>+ 1 + ij/T(6« + ti + 1) — 0. 
Beide Punkte sind also imaginär. 

339. Da 

K5« + 3» + l)=ä 2« + 9» + 1 + f(9« - 5« + 1) - 0, 
J(6« + . + 1)= 2,. + 9» + 1 + J(9« - 5n + 1) - 
ist, so ergeben sich als Gleichungen des gesuchten Punktepaares: 
2m + 9* + 1 + 1 (9« — 5v + 1) = 0, 
2m + 9» + 1 — 1 (9m — hv + 1) = 0, 
d. h. der erste Punkt halbiert den Abstand je zweier z 
Punkte, der zweite dagegen liegt in der Unendlichkeit. 
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64 Der Punkt. 

340. Liegen die beiden Strecken, von denen jede von einem 
Punktepaar begrenat wird, ganz getrennt, oder liegt die eine voll- 
ständig in der andern, so sind die beiden Punkte, welcbe beide 
Strecken harmonisch teilen, reell. Liegt dagegen die eine Strecke 
zum Teil auf der andern, so sind die beiden Punkte, welche beide 
Strecken harmonisch teilen, imaginär. 

341. Sind \, £ ä die Parameter des Punktepaares, welches 
au den gegebenen harmonisch ist, so müssen dieselben folgenden 
Gleichungen genügen: 

hh ~ i C*i + h) Oi + h) + V<2 — o, 

hh — ift + ^K^ + ^-f ft A = o. 

*i *a — i (*i + h) (h + h) + V'e — °- 
Daraus ergiebt sich durch Elimination von h lt k 3 die Bedingungs- 
gleichung der Involution 



A i + h h + h h + K 



342. Die Parameter der gegebenen Punkte sind: 

^ = 3, h% = — 2, h 3 = — 1, Ä 4 = f , A 5 = 2, ab — — ff. 

111 

3 — 2 — 1 + | 2 — ff =0 

ist, so bilden die drei Punktepaare eine Involution. 

343. Man bestimmt zunächst die Parameter der gegebenen 
Punkte; diese sind: 

l h = f , ft, = |, Ag = 2, Ä 4 = f , ft ä ■= — 2. 
Zur Berechnung des Parameters des sechsten Punktes erhält man 
dann die Gleichung: 

11 1 

i l - 2 + m =0, 
i 3 —2* 

woraus sich a: = ^-| ergiebt. Die Gleichung des sechsten Punktes 
ist demnach 

— 131« — 267jj + 1 =0. 
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Der Punkt. GS 

344. Da 
- 3(6« + v+ l)=2u + 9e + 1 — 4(5» + 3» + 1) — 0, 
-|(9«-5« + l)=2»+9„+l-{(5» + 3.4-l)_0 

ist, so erhält man zur Bestimmung der Parameter der Doppel- 
punkte die Relation 

1 
O + c 



1 



also ist x = -j- "|/7. 

Die Gleichungen der Doppelpunkte sind: 

2m + 9w+ 1 _]/7(5m + 3p+ l) = 0, 
2« +9^+1 + V7 (6u + 3?; + 1) = 0. 
Durch Vergleichung mit Lösung 337 findet mau, dafs die Doppel- 
punkte zugleich diejenigen Punkte sind, welche au jedem Pimkte- 
paare der Involution harmonisch sind. 

345. Die Zahl der Doppelpunkto kann nicht gröfser als 2 
sein. Vergl. Losung 274. 

346. 2tt — 5w-f-l=0. 

347. Der gesuchte Punkt halbiert den Abstand der beiden 
Doppelpunkte und besitzt, demnach diu Gleichung 8m- — 2v -|— 1 = 0. 

348. Je zwei zugeordnete Punkte der involutori sehen Puukt- 
reiue liefen symmetrisch zu dem endlichen .Üoppe'punkte; d. h. der 
Abstand je zweier zugeordneten Punkte wird durch den endlichen 
Doppelpunkt halbiert. Die Involution wird in diesem Falle eine 
symmetrische genannt. 

349. Die A s = 0, A H = u. s. f. zugeordneten Punkte der 
Involution fallen alle mit dem Punkte A x = zusammen. 

350. Sind &„ £ s , A 1 , k 2 die Parameter von zwei Punktepaaren 
der involutori sehen Punktreihe, so mufs 

— {w + Kh){\ + K)( h i 4- h)<° 
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Der Punkt. 



351. Bettachtet man die beiden ersten Punkte als Funda- 
mentalpunkte der Reihe, so ergielrt sich 

~ -1(12« + 11»+ 1)=5« — 3» + 1 — i(7« + t>+l) — 0, 

- 1( 9« + 5»+ l)=5« — 3o+ 1—2(7» + ii+l) — 0, 

5( 2u — 9«+ 1)^5« — 3» + 1— 1(7« + + 1) — 0, 

-i(U«+ 9»+l)=5»- 3»+l-((7« + i>+l)-0, 

2( 6«- « + l)=5,,-3t-+ 1 + 1(7« + »+ l)-0, 

K »— ll!. + l)=o»-3.+ l-^(7» + « + l)-0. 

Bezeichnet man dann mit ^ und l 2 die Parameter der gesuchten 

Punkte, so erhalt man zur Berechnung derselben die Relationen 

\ . \ — Y, 731^ — 47 0, + Q + 33 = 0. 
Daraus folgt: i!s existiert nur ein einziges Punktepaar, welches 
sowohl mit den beiden ersten, als auch mit den beiden letzten 
Pnnktepaaren eine Involution bildet. 

352. Da 

ob + !>» + 1 = i, («,« + 1,» + 1) + k, («,« + M + 1) 

+ *,(*,» +6, <, + !)-<> 

ist, so ergeben sich zur lies tiiiriiMig der Gröl'sei: /.■,, /,'.,. /.:» die Gleichungen 

Vi + /,-,,«, + kgOs = a, /c.fc, + fc,6j! + fc.&„ = ö, 

&i + &a + *b = 1. 
Aus diesen folgt: 



ß 


« a 


«3 




<h 


a 


«3 


& 


& a 


& 3 


„-i 




b 


b 3 


a l 


% 


a 






a, 


<h 1 


\ 


6 2 


b 


wo d — 


b L 


b 2 


s - 


1 


1 


1 




1 


1 


1 1 



Anmerkung. Dividieren wir die gewonnene (i ieichuiig 
fci U x + fcg F a + Ag P s = 
durch |/.( a -f- w 3 und führen statt der Quotienten 

die Bezeichnungen w„ u, 2 , u 3 ein, so nimm! die Gleichung des Punktes 
die Gestalt Vi + l^u, + fr s « 3 = an. 
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Der Punkt. 67 

353. In dem Fundamentaldreieek, deäsen Eckpunkte U lf TJ^ U 3 
sind, werde die Länge der Seite U s U s mit Z,, die von U 3 U L mit ( ä , 
die von U i U 3 mit l t und die auf diesen Seiten stehenden Höhen 
mit A„ % /^ hezeichnet, ferner seien d l} d$, d$ die Abstände des 
Punktes A, welcher der Gleichung #,«, -+- h 2 u 2 -\- k 3 u s = ent- 
spricht, von den Seiten dea Fundamentaldreiecka. 

Es ist nun nach der Lösung der vorigen Aufgabe 
4 = 2 JJ X U a *7 3 , 4\ = 2ÄU a t/ 3 , 
A\ -= 2 ü,^ Dg, Jfc, = 2 f/j E7 2 A 
Die Einsetzung dieser Werte- in die Gleichung des Punktes fahrt 



folgender Form 






1 ^A, * T ^ 



oder 

«■„ Mi, m 3 sind die Abstände der Eckpunkte U v U„ J7 a von einer 
Geraden, welche durch den Punkt A geht. 

Durch Vergleichung mit Lösung 285 gelangt man zu fol- 
gendem Besultate: 

Der Gleichung ■— w, -j- — u 2 -f- — «a = entspricht ein 

Punkt, wenn w,, u 2 , u a Linienkoordinaten sind, dagegen eine Gerade, 
wenn d v <£,, d s als Puuktkoordinaten betrachtet werden. 

I ^ *■ I . I h *i 1.1 K K ; 
I h' V I ' ! V K I ' : K h' \ 



3f4. 



355. | \ \ ! Ul + ' "»„ \ I «, + r 






| &1 *a h \ 

356. j fc/ ftg' V | = 0. 
! V *i" V I 

357. Vi, + fc,«, + fcgw s + * C*i'«i + V% + *s'"a) = 0. 

358. Zieht man in dem Abstände d zu der Geraden, deren 
Linienkoordinaten w„ ?< a , « 3 sind, eine Parallele, so sind die Liuien- 
koordinaten derselben: 

«i + d, «„ + d, « B + d. 
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68 Der Punkt. 

Da diese Gerade die erste in dem unendlich fernen Punkte der- 
selben schneidet, so nml's dieser Schnittpunkt auch der Gleichung 

h («» + <0 + h (** + ä) + * s («3 + d) = o 

oder k t u, + k^Ug + k 3 u 3 + d (fr, + fc, + fe,) = 

entsprechen. Daraus folgt: 

&1«! + fr a « 3 + fr 3 « 3 = 
ist die Gleichung eines unendlich lernen Punktes, wenn 
} h + *» + h — 

359. Die Gleichung eines Punktes ist 

d, , (L , iL 

*7"' + *;'" + ^«'-°- 

Da für den Schwerpunkt 

d, : Äj = rfjj : Ä, = <Z 3 : fi a = 1 : 3 
ist, so ergiebt sich M; -f- Wj -f- w 3 = 0. 

360. Bestimmt man die Abstände des Mittelpunktes von den 
Seiten des FuiMannjüiiildreiecks, so erhält man die Gleichung 

».iJcos^l , UvBeobB , MoBoosC 

--*T— + -»,— + V"' 

welche sieh durch einfache Umformung auf die Gestalt 

«, sin 2Ä -\- m 2 sin %B -+■ t% sin 2<7 = 
bringen läfst. (J, B, C sind die Winkel des Fundameutaldreieeks.) 

361. Drückt man die Abstände des Punktes von den Seiten 
durch den Kadius des umschriebenen Kreises und die Winkel des 
Dreiecks aus, so ergiebt sieb 

2 /,' cos B cos G , 2Ü cos A cos C , 2B cos A cos JB 

■ - „, + - — _ „, + ^ — s-o 

oder 

u L tg A + i h tg B + » 3 tg C - 0. 

3iil'. itultipliciert man in der Determinante 

1 1 1 | 

tg.4 tgB tgC j 

sin 2J sin 2B sin 2C | 

die C-Iliedcr der ersten Zeile uili. 2 sin j.i sin /i sin (7 und subtrahiert 
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dieselben von den gl eich stell igen der dritten Zeile, so nimmt die- 
selbe nach wenigen Umformungen die Gestalt 



tgA tg B tg C 

2 A cosB cos 6" 2 cos A sin B cos C 2 cos A coü B sin C 



1 1 1 

tg -A tg £ tg C j = 0. 
tg 4 tg B tg C I 

die drei Punkte in einer 



— 2 cos A cos Jf cos C 

Nach Lösung 356 liegen 
geraden Linie. 

363 . „i + ^i + ^i-0 

oder «, sin 4 + «, sin -B + «3 sin C = 0. 

364. »■! cot — + « a cot — + ^ cot - = ( 

365. Es ist 

1 1 1 

sin A sin B sin € 

, A l B * C 

cot — cot — cot — 



A . B . C 



B . 



• — 2 sin — sin - 



366. Bezeichnen wir den gesuchten Abstand mit k, so läfst 
1 die Gleichung des Punktes auch in der Form 

f 1 - (V± *) + r («.'± *) + r «± *) - ° 
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70 Dw 

schreiben; daraus ergiebt sich 



ftj "^ A, ~ t ~ »3 



Vergl. Lös. 311. 



Der Kreis. 

367. Die Gleichung des Kreises ist 

(«-«)»+ fr - 6)- — r". 
Beispiele. «) ** + ?* = 81; 

P) fr -7)' + »««9; 
y) ^' + (3/ + 2) 2 = 121; 
«)fr + 4)' + fr-17)"-l. 

368. Der Gleichung 

4# a + B# s + C«i/ + »j; + *> + O = 
entspricht ein -Kreis, wenn A •= B und G = ist. 

Z 3/ 

309. Die MUt.tilp-r.nktskofinJinaten sind — - — , — - - , der 

i ~+3f !i ~4.dJ? 

4A S ~ 

Ist .N = 0, so geht tler Kreis durch den Koordinaten- 
anfangspunkt. 

Beispiele. «) a = — 4, ö = 3, »-="^28; 

,J) ö = — 3,5, 6 6, r =l/4672"ö; 

y) a = — 2,5, & = 1,5, r=yi~b, 
■HO. Die beiden Kreise sind konzentrisch, wenn 

14,-4,1 \A,A,\ 

1 = und I = ist. 

l-ßi-Bal I^Cj 

371. Der Gleichung fr — a) s +fr — b)'' 1 = entspricht ein 
Kreis, dessen Mifctelpnliktskoordiuaten a, b sind und dessen Radius 
gleich ist, also der Mittelpunkt (a, h) seüiät. Da die gegebene 
Gleichung sich auf die Form 

{fr - o) + fr - 6)* | { fr — a) - fr -- b)i\ - 



Y- 



Hosted by 



Google 



Der Kreis. 71 

bringen ISfst, so kann man auch Bilgen: der Gleichung entsprechen 
zwei imaginäre Gerade, welche durch den reellen Punkt («, b) 
hindurchgehen. 

372. Der gegebenen Gleichung entspricht in diesem Falle 
kein reelles Gebilde. 

373. Die Kurve ist ein Kreis, de.-^cn Mittelpimktskoordinaten 
ajj = ^, # £ = §• sind, und dessen Radius — yy ist. 

374. Die Gleichung der Centrale ist 

3 y — 2« = 29, 
die Länge des Lotes = 8,04315. 

375. Da 

x* + »' + Ax + B 1 y + C l + k(x* + y* + A,x+ B tS + S ) 

ist, so entspricht dieser Gleichung ein Kreis, der durch die Schnitt- 
punkte der beiden Kreise 

^ + » , + ^» + -Bi» + ^-»0 1 
»»+»• + J,* + B,ji +-<^ — 
geht, 

376. e s -2 Wl cos(g ) -q. 1 ) + p l ;, = r-. 

377. (;/ - 8)* + («' - ?)* = 4 »< 

378. Die Gleichung bleibt unverändert. 

379. xf + »,' + 2 1/2 ^ + 9 1/2 y, - 3 — 0. 

380. (e - a) B + (y - (>) 2 + a (« ~ «) (?' ~ & ) coa <* = >*■ 

381. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 

x i = p cos « + V^— P 3 sin et, 

Vl = _p sin b + ]/V s — p 3 cos «. 
So lange p < r ist, schneidet die gerade Linie den Kreis in zwei 
reellen Punkten. Ist p = r, so fallen die beiden Schnittpunkte 
zusammen, die gerade Linie berührt ilcn Kreis. Für p > r sind 
die beiden Wurzeln imaginär, die Gerade schneidet also den Kreis 
in zwei imaginären Punkten. 
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72 Der Kreis. 



38 , ^- — iypi'fc 



_ » + ar yV' (1 + Jf ) - 
'■ _ i + jf 

Die Gerade ist Tangente des Kreises, wenn 
r 1 (1 + JP) — n' ist. 



b) * _ gV + i> yV 3 (ff 3 + g 3 ) — i>V 

i>' + S 2 



_ i» 2 'i + <J Vr* ij? + <T> — p* <f 
»' ~ *■ + 9 - 

Beispiele, a) *, — 12, j, — 5; 

% = 10,12, j/ ä = — 8,16. 
b) Die Gerade berübrt den Kreis in dem Punkte 

*,. — 8, ft — 6. 
e,j Diu Schnittpunkte sind imaginär: 

— 46 + 2*"l/671 92 4- i 1/671 

•i,- -y ' »■— ^s 

;j83. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 
N M ( 2MN—BL2 

— L~ i a + M* 



/2MN — BLM + CL* \ 



J} + M*~ 



— V±(2M N— B LM± CL'f + jB L N— L % F—X*) (L 2 + M?) . 

der Abstand des Mittelpunktes von der Geraden ist 
, 2JV— LB — MC 



yi> + W 

Beispiele, a) *, = 10, y, = 9; 

%— 1A. Ä — -8A 

b) Die Gerade berührt den Kreis im Punkte 
x, =9, «, = 0. 
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Der Kreis. 73 

384. a) Die Linienkoordinaten W und v müssen der Be- 
diu gu ngsgleichung 

fa"+y+ i >'-,,'-o 

genügen. Diese Relation ist zugleich die Gleichung des Kreises 
in Linienkoordinaten. 

b) Die Konstanten müssen den Gleichungen 

2SF — DE = 0, D 2 — E 2 = AF(A — C) 
genügen. Die Gleichung des Mittelpunktes \%iBu-\-Ev-\-2 F=0. 
D 3 — iÄF 

385. Die X-Achse wird in den Punkten -- 3 und — 19, 
die T-Achse in den Punkten 9 + 2 ]/ß geschnitten. 

386. a? + y 2 — 14as — liy + 49 = 0. 



BC+2 1/J F (£ s -44F + 0*) 

387. „_.. — 4AF-C* ~~ 

Beispiele. 

77 + 3 j/TIl 

^^ Tis * 

b) Der Koordiuatenanfangspunkt liegt in der Kreis Hache, daher 
lassen sich von ihm aus keine reellen Tangenten an den Kreis 
ziehen. Die Gleichungen der imaginären Tangenten sind: 
— 15+ 3i]/l83 
V 52 

388. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 



^ = 2^, Vi 10-&, 

demnach die Länge der Sehne =20,2368, der L'entriwmkol 
= 144° 18'. 

389. Die Gleichung der Sehne ist 

19;/ + (5 - 2 yOÖ) * = 35 + 24 |/3Ö , 
der Inhalt des Dreiecks gleich £ (35 + 24 ]/3Ö) G. 

390. Die Gleichung der Sehne ist 

5# — 4a + 71 =0, 
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74 Der Kreis. 

die Koordinaten des zweiten Schnittpunktes: 

ä* = 4H, Ä — — WH- 

391. Betrachtet man y~ y t = tg a (x — #,) als Gleichung 
der gesuchten Sehne, so dient zur Bestimmung der Unbekannten 
tg <t die Relation 

Da sich aus derselben zwei Werfe für tg a ergeben, so werden 
sich zwei Sehnen ziehen lassen, welehe der Anforderung genügen. 

Beispiel, y - 4 — " V - + 7). 

392. yy, + **, — x* + ///. 

Beispiel. 8* — f>y = 34. Die Koordinaten der Schnitt- 
punkte dieser Sehne und des Kreises sind-, 

x H = 3+45 V7 { , !)u==-?> ± *Wiv 

393. xxy + y& t = r 1 . 
Beispiele, a) 8x + 17ff = 363. 

b) 9x — 13)/ = 250. 

c) llx±Y2ny-\- 343 = 0. 

394. Die Länge der Tangente ist 

die Gleichung der Normale 

y = - ---—-*■ 

Beispiel. I = H^Ä 7^ + 3^ = 0. 

395. {x - a) («, - «) + fr - j!) fo - p) = .f 
Beispiele, a) 8a; + 7y = 97 ; Sa — 7y = 209. 

b) 3x + 7.// = 93, 3* — 7y = 65. 

c) x + 3 |/ll y = 102 + 33 j/lT. 

396. Die Gleichungen der Tangenten sind: 

*Gx + 5*/ = 114, 6a — öj = 44, 
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die Abstände vom Koordinatenanfangspunkte : 

114 , 44 
---— und -- ■ ._, 
1/61 ]/<!l 

die Abschnitte zwischen den Koordinatenachsen; 

397. Die Tangente des Winkels ist gleich 

A Xl + B Vi + SC 
Ay t — Bx^ 
die Gleichung der Normale 

(9x t + Ä) y - (2k, + B) x = A 9l - Bx t . 
Beispiel. t g9 , = f|, -£<p = 65° 11' ö"; 
3?/ — 7« + 43 = 0. 

398. tg y, = — |, <£ y, = 129" 48' 20", 
tBÄ — i. *ft — 50° 11' 4Ü "- 

399. ^ = 2^ + 13 + 6]/ö. 

400. Die Gleichungen der Tangenten sind: 

y (3 ]/3 — 4) - * (4 + 3 V'ä) — + 10 1/58 , 

y (4 1/3 + 3)-* (4 — 8/8) = + 10^68. 

Ist die gegebene Gerade die X-Achse, so sind die Gleichungen: 

, = x 1/3 + 2^58, 

y - ^1/3 + 21/58. 

401. Es ergeben sich zwei Sekanten, deren Gleichungen sind: 

iy — x = 7, »/ + 4a: = 40. 

402. Die Gleichungen der Tangenten sind: 

+ #y247 + 3* = 304, 
also die Tangente des eingeschlossenen Winkels 

tg<p = -J-— , demnach ■£; ? = 21° 36' 50". 

£+f)(* + Z)-(*+i)(*+D 
403 ' '" = (^!)(. + M^I)(,T!)' 
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Die beiden Tangenton laufen parallel, wenn 

, B I 3 

A~ A 

■. +ä % + j 

ist, d. h. wenn die nach des Berührungspunkten gezogenen Radien 
in einer geraden Linie liegen; dagegen stehen sie lotrecht zu ein- 
ander, wenn 

j-- 8 j- a 

».+ , _ "»+2 

: , i~ , , ?' 

«i -r 2 .»! t 2 

d. h. wenn sich die nach den Berührungspunkten gezogenen Radien 
rechtwinklig schneiden. 



404. 


Sbtg 

a) T, 


= 10. 


; b) s- 




405. 


y^Ä'+B*— 46' 


vy-i'+z'-i 




«■ (»' + f ) 
c)Sbtg_ -j-, 

*i +2 


d) Sbn- 




Beil 


spiel. 


Tg = 3 T/58, aV 


-f/ol 






Tg. 


Sbtg = 21, Shn 


-3f 




406. 


= VO. - «)" + <*i 


-&)"- 


» J . 


Beil 


ipiel. 


Tg = ]/4L>7 — 20,664. 




4(17. 


Man 


erhält zwei Punkte, 


deren Koordinaten sind: 



«, — I, »1 »i 

408. i' + »'—]> (jJ + ü). 

409. i ! + !i ! — 2,5. 

410. Der Abschnitt auf der Tangente ist gleich 2i/ n d. h. 
gleich der doppelten Ordinate des Berührungspunktes. 



Hosted by 



Google 



es Berührungspunktes sind: 


(.« 


r"i, + 


'•Vi >V + V — 


»■ a 


''Si + 


»1* + V 


7s 



Die Koordinaten d< 



Vi + »i 8 

Die Tangenten sind also nur dann reell, wenn x* -4- y^ — r ist. 
Beispiel. 87y- (176 + 52 1/13)3: = ±832 -j/13-1869: 
__ 208 ± 44^1 3 = 13 + 64 ]/ l3 

^ = 29 ' Ä 29 

412. xa:, -(- ?/»/, = » ,a . 
Beispiele, a) 13a; + 2i/ = 49. 

b) hx — y 1/106 = 130. 

Der Pol (sc,, y,) liegt auf der Peripherie des Kreises, die Polare 
berührt in diesem Falle den Kreis in diesem Punkte. 

c) iy — 12» = 289, 

Liegt also der Pol in der Kreisfläche, so dafs sich von ihm aus 
keine reellen Tangenten an den Kreis ziehen lassen, so ist doch 
die Polare eine reelle Gerade. 

413. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 

363 + 132JJ/3 

*H~~ 13 ' 

484 + 198 i 1/3 

*•" 18 

Die Wurzeln sind imaginär; der Kreis und die Polare haben also 
keine reellen Schnittpunkte. 

414. x = r, 

415. (x - a) («, - d) + (y - ß) (y t - ß - >*■ 
Beispiele, a) 8x + 22y + 5 = 0, 

b) 15a; — 2y + 63 =0, 

c) llx + 6y — 68 = 0. 
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78 Der Kreis. 

416. Da der Punkt (a, b) als ein Kreis mit unendlich 
kleinem Radius nu betrachten ist, so ist die Gleichung desselben 

- af + - bf = 0, 
also die der gesuchten Polare 

(ff - a) fc -<,) + (>-&) 0, - 6) = 0. 
Daraus folgt: Die Polare des Punktes (a;,, y t ) bezüglich des Punktes 
(a, 6) geht durch den letztern Punkt und steht auf der Verbin- 
dungslinie beider senkrecht. 

Beispiel. Ix + 5# — 18 = 0. 

417. Die Gleichung der Polare des Punktes (* 17 3^) bezüglich 
des Kreises 

Diese geht für 7r = — 1 über in 

(A t - A 2 ) (.r + #,) + (B, - S a ) (g + th) + 2 (C, - C s ) = 0. 
Die Gerade G läuft der Polare parallel und halbiert den Abstand 
des Poles von der Polare. 

Beispiel. 5x — 3?/ — 6 = 0. 

418. Die Polare fallt mit der unendlich fernen Geraden zu- 
sammen. 

419. Die Richtungskonstante der Polare ist — ~^i f die 

der Verbindungslinie — — — ■ Beide Linien schneiden sieh also 
unter rechtem Winkel. 

420. Die Abschnitte, welche von der Polare auf den Koor- 
dinatenachsen gebildet werden, sind — und — Die Längen dieser 
Strecken lassen sich mit Leichtigkeit finden und zur Konstruktion 
verwenden. 

421. 



V(*L ~ «) S + (* - W 

1 Koordinaten des zugehörigen Poles sind: 
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Beispiele, a) as, = 12, y x = — 4; 

b) x, = 6f ft . lHi 

c) x, = - 35H, S, = 28A- 

423. a) Die Koordinaten des Poles sind: 

_ Li 3 __ _ Mr^ 

H ~ a La + Mb + W Vi ~ La + Mb + N 

b) die Gleichung de3 Poles in Linienkoordinaten ist 
u{a{u ia + «,& + 1) - r*«,} + *(6(«i« + M + 1) - **»i} 
+ i h a + v 1 l> + l=0. 
Beispiele. 1) x, = 29,5, y, = 9,25: 
2) *, = 37U, ?/, — 29 T V 

424. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: 

■i — — «A. * — Hi 

425. Die Polare ist oin Durchmesser des gegebenen Kreises, 
der zugehörige Pol liegt in der Unendlichkeit. 

426. #, = «,«/[ = 6. Der Pol fallt mit dem Punkte zu- 
sammen, wenn der letztere nicht auf der gegebenen Gerauen liegt. 
Geht dagegen die Gerade durch den Punkt (a, b), so ist die Lage 
des Poles unbestimmt. Der Ort desselben ist das in («, b) auf der 
Geradeiv errichtete Lot. 

427. «, - CM, S, 14» 

428. Die Koordinaten des konjugierten Poles sind : 



■ + »■■ 



430. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

d. i. die Polare des Mittelpunktes des Büschels bezüglich des 
Kreises. Dreht sich also die Polare um einen festen Punkt, so 
bewegt sich der Pol auf der Polare des festen Punktes fort. 

431. Die zugehörigen Polaren entsprechen der Gleichung 

x t (Mx - Ly) — Ny — Xr> = 0, 
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80 Der Kreis. 

worin x-i alle möglichen Werte besitzen kann; sie gehen aleo alle 
durch den Punkt 

Li* _ Mf 

* N' S *~ n' 

Welcher Satz folgt daraus? 

432. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dafs der Punkt 
P mit dem Koordinatenanfangspunkte, die Sekante mit der X-Achse 
zusammenfällt, dann sind die Ausrissen der Teilpunkte: 

osj =0, x? = ■ -' % H = a + Vr 2 — 6*. 

Setzt man diese Werte in die Gleichung (l) der Lösung 189 ein, 
so geht dieselbe über in eine identische. 

433. Die beiden Punkte liegen auf der X-Achse und be- 
sitzen die Abscissen: 



' + «'-r,' + V(r* + .•-■■,■)'- 



> + _«•- 



Die beiden Punkte fallen zusammen, wenn a + »■ = r 1 ist, d. h. 

wenn sich die beiden Kreise einschließend oder ausschlief send 
berühren. 

434. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind: 

= _fa, a +^^(^-^)+fe s +^)(y !t - yi)+(y 3 2 +^/)(yi -y a ) : 

fa ; + g, a ) fo-a») + fe a + ^')(«»-*i) + fa'+ VXq. ~^j. 
P aiftfo— afc)+ft(ä%— aO+&(ft — s)} 

Den Radius c bestimmt man durch Einsetzung dieser Werte in 
die Gleichung 

(«, — «) a + (y, - ft* = r*. 
Die Lage des Kreises ist durch die drei Punkte vollständig be- 
stimmt, da sieh mit Hilfe der Koordinaten drei Gleichungen zur 
Bestimmung der drei unbekannten Konstanten aufstellen lassen. 
Liegen die drei Punkte in einer Geraden, so ist 
y t («, - s 3 ) + h (*, — «0 + # 3 (x, - ^) — (vergl. Lös. 51), 
also werden a, /S und r unendlich grofs. Es ergiebt sich also ein 
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Der Kreis. 81 

Kreis mit unendlich großem Radius, dessen Mittelpunkt in der 
Unendlichkeit liegt. 

Beispiele, a) x 2 + y 2 — 5a — 12y = 0; 

b) — 1,3) 2 + (?/ — 3,5) a — 13,94; 

c) x* -\- y 2 — lix ■ — &y — 5 = 0. 

435. Die Gleichung des geometrischen Ortes der Mittel- 
punkte ist 

2x («j - «J -f- 2y (& — Kj) = % a — »,* + &* - ft*. 
Derselbe ist also eine Gerade, welche die Verbindungslinie der 
gegebenen Punkte unter rechtem Winkel halbiert. 

Beispiel. 8# + 6y + 17 = 0. 

436. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind: 
3f{(V - Si a ) + (ft' - Vi) } + 2y (s, — vO 

Den Radius des Kreises erhält man durch Einsetzung dieser 
Werte in die Gleichung 

{x 1 - af + 0, - ft) 2 - r» 
Beispiel, # 2 + j/ ä — 14« — 4^ — 5 = 0. 

437. Man erhält zwei Kreise, weiche der Aufgabe 
Die Gleichungen derselben sind: 

(« — 5)* + G/ + 8) s =169, 
(*— 22) 2 -h (y — 9) 2 =169. 

438. Die Koordinaten des Mittelpunktes siud: 

«ä — « ± M ± n 2 — M 2 n t 

a ~~ M^ — Mt ~ ' 31 t — if~ 
und der Radius: 

1 /? *S-*iV_l f. Jtfi«8 - M,ntf 

'" = K \ x > - m^mJ + l Ä aq - Ä, J 

Beispiel, (c - l) 2 + (?/ — 4) 2 = 20. 

439. fa'+fc") {^fe 3 -3/ 4 )+^(^-^) + ^fe~^)l 

— (V+& 8 ) {**(»*— yi)+**(yi— &)+*i(ys— *«)} 
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440. Es lassen sieh zwei Kreise konstruieren, welche den 
Anforderungen der Aufgabe genügen; dieselben entsprechen der 
Gleichung 

^+^-2C*+s)C«i + »i±V^fi)+(^i+yi±l^iyD*=o. 

Beispiel. x*-\-f— 30 (* + y) + 225 = 0, 
s 2 + 2/ 2 - 6(*+j/)+ 9 = 0. 

441. Man erhält vier Kreise, welche der Gleichung 

x i _j_ f + x y^^v ± v yijrz ä* + -- ~ ( ^ + - - = 

entsprechen. Die Lösung der Aufgabe ist nur möglich, wenn 



44 2 . (.-.j.+fr-ay- '^ + fi + "' . 



443. Es lassen sicli zwei Kreise konstruieren. Die Glei- 
chungen derselben sind: 

(s - 3)* + (j/ - 4) a = 100, 
— 18) s + <>— 16) s =100. 

444. {# — lf 4- (y — 6) 2 = 25. 

445. Es giebt zwei Kreise, deren Gleichungen sind: 

+ bf + (y- 7f = 169, 
| 495+240^ 30"!* 1 ( 343 + 576 l/äÖ l 3 

l""" 169 I " i "l S 169 " ) 

446. Zieht man in der Entfernung ]/l30 Parallelen zu der 
Geraden 9# 4- 7?/ = 98, so erhält man g. ö. für den Mittelpunkt, 
deren Gleichungen 

9x + ly •= 228, 9x + 7y = — 32 
sind. Man findet also zwei Kreise, nämlich 

(^-27^V) 2 4-(^4-2H) a = 130 






(*-&)' + (# + U) a =130. 
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447. (« — 3) 1 + — 1)* — 185, 

I , 1799V, / 1897V 

V + Ist) + V - im) ~ 186 ' 

448. Die Gleichungen der geometrischen örter für die Mittel- 
punkte der gesuchten Kreise sind: 

V — -^1^ _, y — M%x 

yr+M}~ -' yi + M'/ 

y — M.x ^ 

yi + m* 

Es lassen sich demnach vier Kreise konstruieren. 

Befiel. (, + U^)'+( > + 13^)'- iS , 

(« + 7 1/iT)* + (j, + 7 )/iT) ! _ 49. 

449. (z + l^ + ^ + lO/^öö, 

/ 514V / 670V 85 

l'-imJ + V+ieöJ-iVS 1- 

450. Man erhält zwei Kreise, deren Gleichungen sind: 

- 3) 1 + (» - 1)" — 5, 
(*+¥)' + (:» + V)'-t 

451. Die Gleichung des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises 

ist ( a ,_4B' + ( !/ -44)'-y- 8 . 

452. Znr Bestimmung der Mit) elpunktskoordinaten findet 
man die Gleichungen 

v = H + " , 

T 0" + *'+ 17»+ 15» — 130 

, _ " + > 

* <r s + &* + 17« + 166 — 180 
Es lassen sich demnach zwei Kreise konstruieren, die Glei- 
chungen derselben sind; 

- 2)" + - 5)' — 130, 

(• + 20+«-)» + (s + 18««" - 130. 

453. Die Koordinaten der den gegebenen Punkten konju- 
gierten Pole sind: 
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Setzt man die Koordinaten der vier Punkte in die Gleichung, 
welehe Lßa. 439 enthält, ein, so geht dieselbe über in = 0; 
die Punkte liegen also auf der Peripherie eines Kreises. Die 
Gleichung dieses Kreises ist 

n? + V % — 22a: — 6y + 65 — 0. 

454. x* + g* = 137. 

455. Zur Bestimmung der Mittelpunktskoordinaten lassen 
sieh die beiden Gleichungen 

a 3 — 18a + b 2 — 66 + 38 = 0, 

a 2 — 20a -f- 6 S — 22ö = 
aufstellen. Es ergehen sich also zwei Kreise, deren Gleichungen 
sind: 

(x - 5)3 + (y + 3) 3 = 52, 

(<c - ¥) a + (v + V) ä = 52. 

456. Die Gleichungen, welche zur Bestimmung der Mittel- 
punktskoordinaten dienen, sind: 

a — b = + 7 V 2~, 

« a + ft 8 — loa + 6fe = 98 + 42 V~2. 

Man kann demnach 4 Kreise konstruieren, deren Gleichungen sind: 

^ + (i,-7| / ¥) a = 49, 

0-2 + 71/2)" + Q - 2)* = 49, 

{* - (1 + f V* + VV +491/2"))" 

+ {^-(1 -|l/2±l/y +49l/2)|*==49. 

457. Da der Kreis durch die Ecken des Fundamentaldreiecks 
gehen soll, so mufs die Gleichung desselben die Form haben 

#!% + ## a a- s + iufyx, = 0. 
Zur Bestimmung der Konstanten k und h setzt man die Ausdrücke 
für x lt x 2 , % ein und berücksichtigt, dals die Koeffizienten von 
K a und y 2 gleich sein und der Koefflcient von xy verschwinden 
mufs. Entwickelt man aus diesen beiden Bedingungsgleiehungen 
die Werte für h und h, so erhält man nach Einsetzung derselben 
als Gleichung des Kreises 

£,£ ä sinC + x 3 x 3 $mA + x^sinB = 0, 
worin A, B, G die Winkel des Fundamentaldreiecks sind. 
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458. Fällt man von einem Punkte der Peripherie des ein- 
geschriebenen Kreises Lote auf die Seiten des Fundamentaldreiecks, 
nämlich x 1 , # a , x 3 uad stellt die Beziehungen zwischen diesen, dem 
Radius des Kreises und den Winkeln des Dreiecks auf, so erhält 
man durch Vereinigung derselben 

V^eosf + V^osf + ^ecsf^O. 

459. - x,f + - ?hf — r *- 

460. (* - af + (y - i>) a = (r + r,)*. 

461. (x - af + (y- bf = -£*.. 

462. (* - af + (2/ - T>f = ** + <*■ 

463. Betrachtet man die Grundlinie a des Dreiecks als 
.X-Achse, das im Halbierungspunkte derselben errichtete Lot als 
F-Achse, so ist die Gleichung des geometrischen Ortes der gegen- 
überliegenden Spitze 

Für m = n geht die Gleichung über in x = 0. Der geometrische 
Ort ist in diesem Falle die T-Achse. 

464. Die Lage der Grundlinie sei dieselbe wie in der vor- 
hergehenden Lösung; die Gleichung de* geometrischen Ortes hat 
dann die Form 

„ , „ 2s a — a s 

' + r = — i — 

465. Die Gleichung des gesuchten Ortes ist 

nx* + mf — 2* |> t + <% + <c 3 + . . . + x») 

- 2 */ (#, + fc + 3/s + • ■ ■ + V n ) + V + V + V + • ■ -f *» 3 

+ »i 8 + ft* + &* + ■■■ + #«"-=**■ 

466. Die Grundlinie a falle mit der X-Achse zusammen, 
das im Halbierungspunkte derselben errichtete Lot mit der Y-Achse, 
dann hat die Gleichung des geometrischen Ortes die Gestalt 
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467. Die Grundlinie a falle mit der X-Achse, das im links 
liegenden Endpunkte errichtete Lot mit der IT-Achse zusammen, 
dann ist die Gleichung des geometrischen Ortes 

y + C* — «) — j- 

468. Sind x lz y i die Koordinaten des Punktes P, Lx-\- My-\-N=Q 
die Gleichung der Geraden G, so ergiebfc sieh als Gleichung des 
geometrischen Ortes 

Beispiel. 3k 2 + 3</ ä — 42^/ + 147 = 0. 

469. („- »,)» + („ -„,)»- ^_^ -J-o. 

Bei.pi.L (*-«■ + (»->)■—¥■ 

470. Betrachtet man die Sehenkel des rechten Winkels als 
Acbsen des Koordinatensystems, so erhält man als Gleichung des 
geometrischen Ortes 



Beispiele, a) if = 10* — x*\ 
b) y" = 7,8* — as*. 

472. Die Endpunkte liegen in einem Kreise, dessen Gleichung 
y 1 a=s irx — x* ist, 

473. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

y % + si?±yr — 0, 
d. h. die Schnittpunkte liegen auf xwei kongruenten Kreisen, welche 
von dem gegebenen Kreise und der X-Achse berührt werden. 

Die Radien der Kreise sind gleich ■■- ■■> die Mittel p unk tskoordinaten 

(o,-j),„d(o, + |). 

474. Der geometrische Ort wird ebenfalls von zwei Kreisen 
gebildet, welche der Gleichung 

x i -\- y % + tx = ü 
entsprechen. 
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475. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

Sjft + 2^ = V + y? + r 2 
d. h. die Mittelpunkte liegen anf einer Geraden, welche auf der 
Verbindungslinie der Punkte (0, 0) und (%, »/,) lotrecht steht. 

476. Sind x l , y l die Koordinaten eines Punktes, von dem 
aus die beiden Kreise unter dem Winkel 2a e 
sich die Relationen 

I«* 



VV 4- v7 - ? Vfo - <*,f + (a - 'M' - i? 

aufstellen, aus denen man als Gleichung des Ortes 

,,. + „,. _ ivS _ ^; + (V^L' _ o 

erhält. 

477. Der Anforderung genügen zwei Punkte, nämlich die 
Schnittpunkte der beiden Kreise 

9x 2 -4- 9fj a + 224# + 32i/ — 800 <= 0, 
lx % + If — 160;/ + 400 = 0. 

478. Die Gerade falle mit der X-Achse zusammen, der Punkt 
L mit dem Koordinatenanfangspunkte. Bezeichnen wir die Strecke 
LM mit a, MN mit b, so ergeben sich für den geometrischen 
Ort die Relationen 

» - o. •* + »■.- |=i + °*~r - °- 

Derselbe wird also von der X-Achse und von einen: Kreise ge- 
bildet, dessen Mittelpunkt auf der X-Achse liegt. 



479. x' + f 



yY"-^ 



480. Die festliegende Grundlinie möge die in Lösung 170 
angegebene Lage haben, dann ist die Gleichung des geometrischen 
Ortes 

y* -{- x* — ex + cy • cot (7 = 0, 
d. h. der Ort besteht aus zwei Kreisen, welche kongruent sind und 
deren Mittelpunkte symmetrisch zur X-Achse liegen. 

481. Der Mittelpunkt bewegt sich auf einem Kreise, dessen 
Gleichung ist 

&* + f — cx + cy te i7 = o. 
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482. Man findet als Gleichung des Ortes 

X<ß 2 + y 2 ) + r 2 {Lx + My) = 0. 
Bewegt sich also der Pol P auf einer Geraden fort, so beschreibt 
der kreis verwandte Pol einen Kreis, der durch den Mittelpunkt 
des gegebenen Kreises geht. 

483. »■ + ,/ - rVL^iJM ) _ 0i 

Der kreisverwandte Pol bewegt sich also ebenfalls auf der Peri- 
pherie eines Kreises fort, dessen Mittelpunkt auf der Centrale der 
beiden gegebenen Kreise liegt. 

484. Für <*! = r, erhält man 

Geht also Kj der Ort des Poles durch den Mittelpunkt von K, so 
beschreibt der kreis verwandte Pol eine Gerade. Vergl. Lös. 482. 

485. a) Der Gleichung K t -f- kK 2 = entspricht ein System 
von Kreisen, die alle durch die Schnittpunkte der Kreise K t = 0, 
Äj = hindurchgehen. Ein solches System existiert auch noch, 
wenn die Schnittpunkte der beiden F und amen talkreise imaginär sind. 

b) Die Gleiehung des Mittelpunktes des Kreises 
E l + fKg «= ist M t + fM 2 = 0. 

486. Gehen K t und E 2 bei Einsetzung von a^, y 1 über in 
Kj", K 2 ', so erhält man aur Bestimmung von k die Gleichung 

Kl -\- kK 2 ' = 0. 
Also ist die Gleichung des gesuchten Kreises 

K^Ki — K 2 K' l = 0. 
Beispiele. 

a) 7 (x 2 + y 2 ) — lux — 28y = 0; 

b) 139(^ + 2/*)— 916a: — llZOy + 1849 = 0. 

487. Zur Bestimmung von k erhält man die Gleichung 
(Ä t + JcA^+iB, + kB,)' - 4(<7, + kC t )(l +k) — 4r*(l+A) s . 

Da diese vom zweiten Grade ist, so ergeben sich zwei Kreise, 
welche der Anforderung genügen; 
Beispiel. 
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488. Man findet den Wert von k aus der Gleichung 
L(A l -\-kÄ i )-\-M(B l H-fcB,)— 2S(1 +fc) = 0. 

Beispiel, (ft = — £). 

i„s _j_ y a _J_ 50* + 88y + 230 — 0. 

489. Es ergeben sieh zwei Werte für &, also lassen sich zwei 
Kreise konstruieren. 

(fc «= y). 25a;* + 25y 3 — 80s — 494«/ + 64 = 0. 
(Je = — $.). ^ -f y' — 36x — 46*/ + 324 = 0. 

490. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 

a' + r* — r* 

*~ 2a 

y = ±ta V(r + n + «)(-r + r 1 + «)(r-r l + <0('+>'i- «). 
Daraus folgt: Die beiden Schnittpunkte der Kreise sind reell, 
wenn die drei letzten Paktoren unter dem Wurzelzeichen positiv 
sind, also wenn r t + a > r, r -+- ffl > r n r + ^ > a. Aus den 
drei Strecken r, r x , a lafst sich in diesem Falle ein Dreieck kon- 
struieren. Die beiden Schnittpunkte fallen zusammen, wenn einer 
jener Faktoren gleich ist. Die beiden Kreise berühren sieh also 
wenn r + i\ = a, oder « = + (r — r L ) ist. Die beiden Schnitt- 
punkte sind imaginär, wenn einer jener drei Paktoren negativ ist, 
also wenn r + r, < a oder r 1 -\-a<r oder r + a<r v Im 
ersten Falle liegen beide Kreise getrennt, in den beiden letzten 
Fällen schliefst der eine Kreis den andern ein. Für u = end- 
lich wird x = oo, */ = oo, die beiden Kreise sind konzentrisch. 

491. Die beiden Kreise durchschneiden sich rechtwinklig. 

492. Die gemeinschaftliche Sehne entspricht der Gleichung 

K 1 ~E 3 =' 0. 
Beispiele, a) 6x — 2y — 5 = 0: 
b) 12«+ 172/— 51 =0- 
Die Kadikaiachse ist reell, obwohl die beiden Kreise sich in zwei 
imaginären Punkten durchschneiden. 

493. Die Eadikalachse zweier konzentrischen Kreise fällt mit 
der unendlich fernen Geraden s 
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494. Die Gleichung der Radikalachse ist 

(«„-„,)«+( S> - 6l ) ! ,=''"+4^ 2 . 

Die Radikalachse des Kreises und des Punktes halbiert den Ab- 
stand des Punktes von seiner Polare und ist der letzteren parallel. 
Beispiel. 156« + 136;/ = 537. 

495. 14a — 4i/ + 31 = 0. 

Die Radikalachse der beiden Punkte steht auf der Verbindungs- 
linie derselben im Halbierungspunkte lotrecht. 

496. Die gerade Linie ist als ein Kreis mit unendlich 
grofsem Durchmesser annuaehon. dessen Mittelpunkt in der Unend- 
lichkeit liegt, sie entspricht also der Gleichung 

. . , . A 1 -\-lcA B . B t + kB 2 , Ot + ftC, n 

* + *" + -t+*- * + T+r » + -t+v - °- 

wenn k = — 1 ist. Subtrahiert man von dieser Gleichung die 
des Kreises K 

tf + tf + Ax + By + C^O, 

so erhält man 

{\ — A,) x + (B l — B,)y + C\ —C\ = 0. 
Die Radikalachse fällt also mit der Geraden L zusammen. 

497. Man findet in ganz ähnlicher Weise wie in der vor- 
hergehenden Lösung, dafs die Kadikaiachse mit der Geraden L 



498. iq r K, = 0. 

Der geometrische Ort ist ein Kreis, welcher durch die Schnitt- 
punkte der gegebene» Kreise hindurch geht. 

499. Das Resultat findet man aus der vorigen Lösung, wenn 
man m = n setzt, also K± — K 3 = 0. Der geometrische Ort fällt 
mit der Radikalaohse ausammen. 

500. k ist gleich dem Verhältnis der Quadrate der Tangenten, 
welche sich von einem beliebigen Punkte des Kreises K t — kK 2 = 
an die Kreise K, = und K 2 = ziehen lassen, 

501. Jede gemeinschaftliche Tangente der beiden Kreise wird 
durch die Radikalachse halbiert. 
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502. Die Gleichungen der Radikalachsen sind: 

K t — K 2 = 0, K 2 — K 3 = 0, Ka — E x — 0. 
Da die Gleichung 

Äj — r a + K^ - K ä -f Äa — Äi = 
eine identische ist, so müssen sich diese drei Geraden in einem 
Punkte schneiden. 

503. Die Gleichungen der drei Radikalachsen sind : 

20a: + 14t/ — 97 = 0, 
2x + 14j + 35 = : 
lia; + 14»/ — 31 =0; 
demnach die Koordinaten des Radikalcentrums: 

«i = n, vi — - m- 

504. », - - 4!}, „, _ _ ff,; 

t = 4,487873 . . . 

505. (» ~ ny + („ + 3H) ! - Ulflft. 

506. Die Gleichungen der Radikalaohsen sind: 
8x + 3y -f- 48 = 0, 20k — 2y -f- 23 = 0, 

— 41 + 8J, + 73 - 0; 
die Koordinaten des Eadikalcentcojns: 

*, - - m, ft — - WA' 

507. (,-inr+(r + atty-uHH. 

508. >, ia, »• 2«- 

509. (« + 2i)> + _ A) 1 - 10J«. 

510. Man beschreibt einen Hilfskreis, der die beiden Kreise 
K t und K$ schneidet, zieht die Radikalachsen des Hüfskreises und 
jedes der gegebenen Kreise und füllt von dem Schnittpunkte dieser 
Geraden ein Lot auf die Centrale von K i und 7f a . Dieses Lot ist 
die gesuchte Radikalachse. 

511. a? ■+-?/ — 2kx-\- f = 0. 

Erteilt man 7; alle möglichen reellen Werte, so erhält man die 
verschiedenen Kreise des Büschels. Ist die Konstante f* positiv, 
so sind die Schnittpunkte der Kreise mit der Radikalachse imaginär, 
dagegen sind dieselben reell, wenn f* negativ ist. 
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512. Man erhält die Punktkreise des Kreisbüschels, wenn 
man h = + f setzt, denn in diesem Falle geht die Gleichung über 
in (x ~\~ fy -f- y 2 = 0. Dieser Gleichung entsprechen zwei unend- 
lich kleine Kreise (Punkte), welche symmetrisch zur Radikalachse 
auf der X-Achse liegen. 

513. Das Kreisbüschel besitzt nur dann Punktkreise, wenn 
f* in der Gleichung x 2 -\- y a — 2kx -\- f* = einen positiven 
Wert hat, d. h. wenn die Schnittpunkte der Kreise und der Radikal- 
achse imaginär sind. Sind die letzteren Schnittpunkte reell, so 
gehören zu dem Büschel keine Punktkreise. 

514. Sind die Koordinaten der Schnittpunkte (0, -j- h) und 
(0, — h), so ist die verlangte Gleichung 

ä 3 + !f* — %kx — Ä a = 0. 
515._ x % + y a — 2hx + f* = 0. 

516. Der Beweis folgt aus der Identität 

2{(Ä+v^=7 i )(ft-y^ r r)- f] 

— (h + /*-/■ + ft - l/F^r) (/■ - /')■ 
Vergl. Lö'aung 189. Die Kreise des Büschels schneiden demnach 
die X-Achse in Punktepaaren einer Involution. 

517. s» + y' - *'' + y ' + fi — g + f = 0. 

518. Zieht man von einem Punkte P der Radikalachse des 
ursprünglichen Büschels Tangenten an alle Kreise desselben, so 
liegen die Berührungspunkte auf der Peripherie eines Kreises, der 
sämtliche Kreise lotrecht durchschneidet. Sind 0, fc, die Mittel- 
punktskoordinaten dieses Kreises, so ist die Gleichung desselben 

«?+y — a^y -/ ,2 = 0. 
Dieser Relation aber entspricht, wenn man ß, alle möglichen reellen 
Werte erteilt, d. h. wenn man P auf der Radikalachse fortgleiten 
lälst, ebenfalls ein Kreisbüschel, 

519. Da die Gleichung des konjugierten Büschels 

*? + #*- 2^-^ = 
ist, so ist ersichtlich, dafs alle Kreise desselben durch die Punkt- 
kreise des ursprünglichen Büschels gehen müssen. Die Centrale 
des ursprünglichen Büschels ist Radikalachse des konjugierten. 



Hosted by 



Google 



Der Kreis. 93 

520. Die Koordinaten der Schnittpunkte des zweiten Büschels 
sind x t = + f, j/! = 0, demnach entsprechen die Polaren dieser 
Punkte bezüglich der Kreise des ersten Büschels der Gleichung 

Die Polaren eines Schnittpunktes bezüglich der Kreise des kon- 
jugierten Büschels fallen also zusammen. 

521. Der gesuchte Kreis des Büschels entspricht der Gleichung 



3 + & 2 



t + f - 0. 



522. Die Polaren bilden ein Strahlenbüschel, dessen Gleichung 
xx, -\- yy^ -f- f* — k (x + #i) = ist. Der Mittelpunkt des Strahlen- 
büsehels wird der harmonische Pol des Punktes (#,, y,) genannt. 

523. a) Die Koordinaten des harmonischen Poles sind: 

x = — x l , y = . 

b) Der Abstand der beiden Pole wird durch die Radikalachse halbiert, 
c) Die Verbindungslinie wird in einer involutoriacnen Punkt- 



524. Die Gleichung des Büschels ist 

f + *> - *' + *'-'* y - f = 0. 

Vi 
Die Centrale aller Kreise desselben ist die Y-Achse und die 
Schnittpunkte aller Kreise sind die Punktkreise des ursprünglichen 
Büschels. Das Büschel ist also das dem ursprünglichen kon- 
jugierte. Vergl. Aufgabe 518. 

525. Zieht man von einem Punkte P der Radikalachse Se- 
kanten durch die Mittelpunkte der gegebenen Kreise, so liegen die 
Schnittpunkte derselben mit den Peripherien auf der Peripherie 
eines Kreises, der der Aufgabe genügt. Sind die Koordinaten des 
Punktes P: 0, b, so ist die Gleichung des betreifenden Kreises 

(» + ?£-)" + (• - (*, - *>))■ - v + v + f + $£-■ 

526. Der Punkt P der Radikalachse war in der vorhergehen- 
den Lösung beliebig gewählt. Lassen wir denselben auf der 
Radikalachse fortgleiten, so ändert sieh der lladiuB des gefundenen 
Kreises und die Ordinate des Mittelpunktes, dagegen bleibt die 
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Abscisse unverändert. Der geometrische Ort des Mittelpunktes ist 
demnach eine Gerade, welche der Radikalachse von E l und E 3 
parallel läuft; sie wird die sekundäre Radikalachse der Kreise K Y 
und iC, genannt. Die Gleichung derselhen ist 

527. Alle Kreise, welche der Gleichung 

(» + *£)' + (» - (*■ - *,»• - \' + v +f+^f 

für beliebige Werte von b entsprechen, gehen durch die beiden Punkte 

(k, — k 2 ±W + V+/*i °). 

sie bilden also ein Büschel und zwar ist die X-Achse die Radikal- 
achse desselben, 

528. Die Gleichungen der sekundären Radikalachsen der drei 
Kreise sind: 

»»(«, — oO + Sjrfo-BO— (V— »i'+V-Oi'+V-V)— 0, 

a«(*— %)+»»&— aO-CV-V+tf—V+V—tf)—^ 

2^C« 1 -%)+2j/(& 1 -& 3 )-(»- 1 s -,-/+«/~« 3 3 +V-V)=o. 

Da die Summation derselben die Identität = liefert, so schneiden 
sich diese drei Geraden in einem Punkte. 

529. Die Gleichungen der sekundären Radikalaehsen sind: 

z + £ = 0, 
6#+ 13#— 36£ = 0, 
Qy + 8» — 30 = 0; 
die Koordinaten des Schnittpunktes derselben: 

•i - - h si, - Hi 

demnach die Gleichung dos gesuchten Kreises: 

(* + »' + fr-'»"-™ 

530. Man entwickelt zunächst die Gleichungen der Berührungs- 
sehnen eines der beiden gegebenen Kreise, berechnet sodann die 
Koordinaten der Berührungspunkte und bestimmt mit Hilfe der- 
selben die Gleichungen der Tangenten. 

Die Gleichung der Berührungssehne der äufseren Tangenten 
ist für den ersten Kreis 

{a t - «0 (« - «0 + (fc - \) (y - h) = r, (r, - r a ), 
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die der Berühr ungssehne der inneren Tangenten 

(a 2 - o,) - «,) + (& 2 - h) (ff - *i) = '1 ('1 + **> 
Beispiele, a) Die Gleichungen der Berührung« sehnen für 
den ersten Kreis sind: 

x + y = 19, oj + y = 17, 
die Koordinaten der Berührungspunkte: 

21+ 1/31 __ 17+1/31 

_ 19 + 1/23 __ 15 + 1/23 

%. ~ 2 ?s * = -2 

Demnach sind die Gleichungen der äufseren Tangenten: 
x(Yäl - l) - y (l/31 + l) = 12 + 2 /Sl, 
- k ft/Sl + l) + y (VSI - l) = 12 - 2 1/31; 
dagegen die der inneren Ti-ui^oulon : 

«{3— ]/23) + y (3 + 1/23) = 28 -2|/23, 
B (3 + 1/23) + y (3 - 1/28) = 28 + 2 yllS. 
b) Die Gleichung der Berühr ungssehne des ersten Kreises für 
die äufseren Tangenten ist: 

x + Zy = 10, 
die Koordinaten der Berührungspunkte: 

«1 = 1, 2/i = 3; 

demnach die Gleichungen der Uui'seren Tangenten: 
x — 1 = 0, 4jb — 3# — 31 = 0, 
Die Gleichung der Berührungs sehne des ersten Kreises für die 
inneren Tangenten ist 

x+ 3y +14 = 0. 

Da diese den ersten Kreis in zwei imaginären Punkten schneidet, 
so lassen sich keine reellen inneren Taugenten konstruieren. 

531. Die Koordinaten des äufseren Ähnliehkeitspunktes sind: 
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d. h. der äufsere Ähnlichkeitspunkt liegt in der Unendlichkeit, der 
innere halbiert die Centrale der beiden Kreise. 

533. Aus den Werten für die Koordinaten der Ähnlichkeits- 
punkte ergiebt sich: 

Berühren sich die beiden Kreise von innen, so fällt der äufsere 
Ähnlichkeitspunkt mit dem Berührungspunkte zusammen, berühren 
sie sich dagegen von aufsen, so liegt der innere Ähnliehkeitspunkt 
in dem Berührungspunkte. 

534. Da r 3 in diesem Falle gleich Null ist, so erhält man 

Xl = x 2 = o,, fa — f/t = b 3 . 
Beide Ähnlichkeitspunkte fallen also mit dem Punkte zusammen. 

535. Die unendlich kleinen Radieu sind gleich, daher hal- 
biert der innere Ähnlichkeitspunkt den Abstand der beiden Punkte, 
während der äufsere auf der Verbindungslinie derselben in der 
Unendlichkeit liegt. 

536. Die Koordinaten der Ähnlichkeitspunkte sind: 
r 1 A + a 1 VI'~+S* r^ + fti^' + B*. 

*' ~ yz* + u a ' Vl ~ yjf+r* 

! " S ~ ~ YT> + S a ' ?/ä VA* + B* 

Die Ähnlichkeitspunkte fallen also mit den beiden Punkten 
zusammen, in denen der zu der Geraden lotrechte Durehmesser 
die Peripherie des Kreises durchschneidet. 

537. Die Centrale wird durch jeden der Ähnlichkeitspunkte 
im Verhältnis der Radien geteilt. Sind demnach A 1 = 0, A? = 
die Gleichungen der Mittelpunkte, so sind r i A i — r 1 A 2 = 0, 
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r 2 A t -\- r t A 2 = die der Ähnlichkeitspunkte. Die Ähulichkeits- 
punkte und die Mittelpunkte sind also harmonische Punktepaare. 

538. Der gesuchte Kreis gehört sowohl zu dem Büschel 
('■ - «,)' + & - &,)' - r," + M («! - «■) (• - «i) + 

+ (h - K) (?-',) -' i-i ('i - >•.) 1 - o, 

als auch zu dem Büschel 

(• - «,)' + (j- &,)' - r, 1 + *,((«. -*)(»- «,) + 
+ (&, ->») 0-W-fl(»i-'.) 1-0. 

Zur Berechnung von \ und Z^ ergeben sich demnach die Relationen: 

k, + jfc„ — — 2 
«i* + 6 i S — *"i a — »!*,(«* — O,) — Mi (&s — &i)~ Vi Ol — r s) 
— %■ + V — rj» — o,*, (o, — Og)— ft,^ (&! — öj)— Vi (r, — r,), 

woraus folgt: fc, = — 1, Äg — — 1. 

Die Gleichung des gesuchten Kreises ist demnach 

x* + y 2 -x(a l + a2) + y(h + h)+ai«i-\-t>ih-r 1 r 2 = 0. 
Der Mittelpunkt dieses Kreises halbiert die Centrale der gegebenen 
Kreise K t und K 2 . 

539. Die Koordinaten der äufseren Ähnlicfakeitspunkte sind 

_ , _ a.,n — a.,r~ b,r a — Vs 

von A a und iL: x. = — — -■■ ■ ■■ -, y. = --— =-=-, 

r s ~ r a ' r a — r, 



von iTt. und jC: 



i A" und K„: .*.. = 



^8 = 



Da bei Einsetzung dieser Werte die Gleichung 

y, (*, — «j) + y 2 (x e — x-l) + ä/ s (a:, — ajg) = 
eine identische wird, so liegen die drei Punkte in eit 
Die Gleichung dieser Geraden ist 

y{rM-^+rM-%)+r t (<h-<h))--*{r 1 (&-b t )+r a (p 1 — &,) 
4-*- s (b s ~ö I ))=r 1 (a 3 6 3 -» 3 b a )+r 3 (a I b,-a 3 6 1 )4-r 3 («^i-%^ 
540. Bildet man die Gleichung der Verbindungslinie zweier 
innera Ahnliehkeitspunkte, so findet man, dafs derselben die Koor- 
dinaten eines äufsern Ähnlichkeits punkte s genügen. Daraus folgt: 
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Verbindet man zwei innere Ähnlieh keitsp unkte durch eine Gerade, 
so geht dieselbe durch einen ilul'seren Ähnlichkeitspunkt. 

541. Die Gleichungen der vier Ähnlichkeit Sachsen sind: 
9y — 10* — 40 = 0, 61i/ — UOx + 200 = 0, 
&ly — 130:c + 200 = 0, 13# — 10* — 40 = 0. 

542. Der Punkt P L ist ein Ähnlichkeitspunkt der Kreise 
K i und .ff s , P% ein Ähnlichkeitspunkt der Kreise K% und JE,. Die 
Verbindungslinie dieser beiden Punkte mufs demnach (nach Lös. 540) 
die Centrale der Kreise E s und E% in einem Ähnlichkeitspunkte 
dieser beiden letzteren Kreise schneiden. Wann wird dieser Schnitt- 
punkt der innere, wann der äussere Ähnlichkeitspunkt der beiden 
gegebenen Kreise sein? 

543. Man verbindet den Punkt P mit den Ähnlichkeits- 
punkten der gegebenen Kreise E l und E% und verlängert diese 
Verbindungslinien bis zum Durchschnitt mit der Peripherie von E v 
Auf diese Weise erhält man die Punkte, in denen der Kreis E t 
von dem gesuchten Kreise berührt wird. Der gesuchte Kreis kann 
die beiden gegebenen einschließend oder ausschließend oder den 
einen einschließend den andern ausschließend berühren. 

544. (x— a^Mn-hY- V+ ■; { (x-azY+iy-^y-r, 2 } =0. 

Das negative Zeichen ist zu setzen, wenn der äufsere Ahnlichkeits- 
punkt, das positive, wenn der innere Ähnlich keitspunkt Mittelpunkt 
des Kreises ist. 

545. Zur Bestimmung der Mittelpunkts koordinaten und des 
Eadius des gesuchten Kreises dienen die Gleichungen: 



a, 2 r, 






9i* 



Vi = 






findet 



Berechnet man aus drei Gleichungen die 

setzt die Werte derselben in die vierte Gleichung ein 

man, daß die Lösung nur dann möglich ist, wenn 

»■ (*. - «i) + t, (», - «0 + h («■ - ',) - o, 

d. h.-wenn die gegebenen Punkte mit dem Mittelpunkte von Ä", 
in einer Geraden liegen. Die Gleichung des gesuchten Kreises ist 
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a »iH,-t ifr i + », )Y 



V ^ + % — 2«! / V »i + y» - 

_ (», - *,)■<■," _ (y,-ft)V 
(*, + *, -2«,)' (s, + »,-2»,)" 

Beispiel. (* - H)< + - 25«" - — 

546. Ist (# — dg) 2 + 2/ s = r 2 2 die Gleichung des gesuchten 
Kreises, so sind die Unbekannten eh,, r 2 bestimmt durch die 
Gleichungen 

*> = ,.7^. (<•-<"»)" + »•-•;"■ 

Die Lösung ist demnach nur dann möglich, wenn 

VK». -•)• + »' I -»'Väo, 

d. h. wenn die Verbindungslinie von P und P x den gegebenen 
Kreis schneidet oder berührt. Im ersten Falle ergehen sich üwei 
Kreise, im zweiten nur ein einziger. 

547. Die Gleichung des gesuchten Kreises ist 

Die Winkel, unter denen die gegebenen Kreise von einem Punkte 
der Peripherie dieses Kreises gesehen werden, sind gleich. Vergl. 
Lös. 476. 

548. Alle drei Kadikaiachsen entsprechen der Gleichung 
2( ((l -a ;! )^ + 2(?»,-6 3 ))/-K li + V-''i S ) + («3 ä +V— 0=0, 
sie fallen also zusammen. Die drei Kreise gehören zu einem 
Büschel. 

549. Die Polaren des äufseren Ähnlieh keitspunktes sind: 
(x - «0 (o, — «,) + (2/ - h) (6, - .&,) = r, (r, - r t ), 
(* -«,)(«»- «,) + Ü- h) (6, - &,) = r g (r, - r,); 

die des inneren jLbnlichkeitäp unkte = : 

(x - o.) (o, - <!,) + (y - &,) (ft. - &,) = r, (r, + f t \ 
- «*) («, - «0 + (3, - b a ) (fr - 6,) = r a (r, + r 2 ). 
Vergleicht man diese Relationen mit der Gleichung der Radikal- 
achse heider Kreise, so findet maa leicht, dals sowohl die Polaren 
des äufseren als die des innern Ähnlichkeitspunktes bezüglich der 
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Kreise Ä, und E 2 auf entgegenge setzten Seiten der Radikalachse 
liegen und dafs ihr Ah stand von dieser Linie halhiert wird. 
Ferner ersieht man, dafs die Polaren der Ähnlichkeitspunkte be- 
züglich des Kreises K, denselben Abstand von einander haben, 
wie die Polaren derselben Punkte bezüglich des Kreises ÜT 2 . 

550. Man findet 

K* K (s - if + - lf - 9 — 0, 
S^ = (x— 10) a + (y — Bf - 36 — 0. 

551. Die Gerade, welche die Punkte P U P 3 verbindet, sei 
die Y-Achse, das im Halbierungspunkte von P 1 P i errichtete 
Lot die X-Achse, dann gehört der gesuchte Kreis dem Büschel 
a; a -J- 7/ a — ■ 2kx — f = an. Ist y ~ Ax -\- b die Gleichung 
der Geraden, welche berührt werden soll, so erhält mau das 
Resultat 

*' + »'- 2 { bÄ + VQ,'-f)(l + Ä')\x -f-0. 
Es lassen »ich also zwei Kreise konstruieren. 

Beispiel, a* + y B — 2 (35 + 3 yiHÖ}x — 4 = 0. 

552. Erteilt man dem Koordinatensystem dioselbe Lage wie 
in der vorhergehenden Lösung, so erhält man zur Bestimmung der 
Gröfse k die Relation 

a, 3 — 2«,* -f 6, ä — r ± * — f = 2r ± Yf* + Ä 8 , 
wenn (# — a L ) 2 -f- (^ — Ö 1 ) a = r t * die Gleichung des gegebenen 
Kreises ist. Man kann demnach zwei Kreise konstruieren, welche 
der Aufgabe genügen. 

Beispiel. :e B + y" = 9; x* -{- y 2 — 8x — 9 = 0. 

553. Nimmt man die Gerade & 1 zur X-Achse, den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden sum Koordinatenanfangspunkt, so ist 
die Gleichung der Geraden (? ä : y = Mx. Die Konstanten in der 
Gleichung des gesuchten Kreises 

x * + ,/ _j_ ^a, _|_ jsj, _(_ c = 
lassen sich finden durch die drei Relationen 

(A + BM'f = ±C{l + M 2 ), A* — 4C, 
V + Vi* + Ax, + By, + 6' = 0. 
Die Lösung liefert zwei Kreise. 
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Bei.piel. *" + »' — 14«— 10» + 49 — 0, 
, , , 146 730 . 5329 

« , + s ! -_ r *-_-»+- i9 - . 

554. Die gerade (? l falle mit der X- Achse zusammen, das 
von dem Mittelpunkte des Kreises K t auf G, gefällte Lot mit der 
T-Achse; die Gleichung von K t sei demnach x 2 -j- (y — &j) 2 ~ r i 8. 
Zur Bestimmung der Konstanten in der Gleichung des gesuchten 
Kreises (x — af + (y — b) 2 = r 2 

dienen folgende Gleichungen: 

(x, - af + (ft - bf = r 2 , r = ö, 
(r ± ri y = a 2 + (b t -b)\ 
Vier Kreise lassen sich bestimmen. 



/ 69\ ä , / 338V /338\ s 



(*-3)' + (y-2)» = 4, 

0-15 + 8 l/3) ä + (y - 74 + 40 j/ä) 1 — (74 + 40 y^)*- 

555. Die Mittelpunktskoordinaten tt, 6 und der Eadius r des 
gesuchten Kreises lassen sich ermitteln mit Hilfe der Gleichungen: 

«* + »'- '', 

(\-f)' + "'-(' + ',)', 

(h-bf + («,- af - (r ±r,y. 
Die Lösung wird im allgemeinen vier Kreise liefern. 

556. Man findet die Mittelpunktskoordinaten a, b nnd den 
Radius *• mittels der Gleichungen: 

(\ - b'f + «' = ('- ± *i)\ *> - '. 

/90 — 9.A . /90 — <pA 

& COS % + O COS Vl tg (^ ^j = ft tg ^ -— *J i 

also ergeben sieh im ganzen vier Kreise. 

557. Zur Bestimmung der Konstanten in der Gleichung des 
gesuchten Kreises 

(x — a) 2 + {y — bf = r 2 
benutet man die Sektionen: 

r-l, (\-if + »■-(' + !■,)», 
(6, - »)' + («, - «) ! - (r ± .,)'• 
Man erhält also im ganzen acht Kreise, 
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102 

Beisp 



(. - 2 A±VM)* + (, _ "±±ti*f - CAijlV^)", 

(, + ay_y) ! + G_, i± ^y=( 12 +l^)" 

V 10/ + V 200 / ' \ 200 / ' 

der siebente und achte Kreis fallen zusammen. 
558. Die Wurzeln der Gleichungen 

(. _ a ,y + <fi- \f - (,- + >-,)", 
(. -«,)' + (8 - S,) 1 -(r + r,)<, 
(«-«,)' + (b-W-(r±r,)> 

liefern die Werte für die Mittelpimktskoordinaten und den Radius. 
Die doppelten Vorzeichen gestatten acht verschiedene Kombina- 
tionen. Es werden sich sonach aebt verschiedene Kreise be- 
stimmen lassen, welche die drei gegebenen Kreise berühren, 

Beispiel. 
/ 126+3|/li9V / 23a+ 9l/ll9 y ^ — 366-h45yri 9^ iJ 

(. _ •±»£) 1 + (, - 6 ± p^f= (f ± ¥ v*)' 

Die übrigen vier Kreise sind imaginär. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 

Lehrbuch der Elementar-Geometrie. Erster Teil. Gleichheit 

der planiinelri^ehen <i rußen. Kongruente Abbildung in der Ebene. 
Pensum der Tertia. Von J. Henrjci, Professor am Gymnasium zu 
Heidelberg, und P. Treutlein, Professor am Gymnasium zu Karls- 
ruhe. Mit 188 Figuren in Holzschnitt, gr. 8. 1881. geh. JC 2.— 

Elemente der Geometrie. Von J. Frischauf, Professor in 
Graz. 2. umgearbeitete Auflage, gr. 8. 1877. geh. JC. 2.— 

Grundzüge einer wissenschaftlichen Darstellung der Geometrie 
des Maasses. Ein Lehrbuch von Dr. 0. Schlöhilch. I. Theil: Plani- 
metrie und ebene Trigonometrie. 5. Aufl. 8. 1874. geh. JC. 4.— 

_ — . n. Theil: Geometrie des Baumes. 

3. Aufl. gr. 8. 1874. geh. JC &.— 

Leitfaden der ebenen Geometrie mit Benutzung neuerer 
Anschauungsweisen für dir: Schale. 1. Theil erstes Heft. Die gerad- 
linigen Figuren und der Kreis. Mit Uebungen. Von Dr. Hbbert 
Mülleh Zweite umgearbeitete Auflage. (Mit vielen Holzschnitten 
im Text und 2 lithogr. Tafeln.) gr. 8. 1878. geh. ** 1.60. 

• i. Theil zweites Heft. Anhang: Erweiterungen zu 

Theil I. und Einleitung in die neuere Geometrie. Mit Uebungen. 
Zweite umgearbeitete Auflage. (Mit vielen Hol /.schnitten im Test 
n. 2 lithogr. Tafeln.) gr. 8. 1878. geh. JC 1.20. 

_ n. Theil, Die Kegelschnitte und die Elemente der 

neueren Geometrie, gr. 8. 1875. geh. M. 1.80. 

Resultat« hierzu JC. 1.— [Werden nur an Lehrer geliefert.] 

Die Kegelschnitte in synthetischer Behandlungsweise für die 
Prima höherer Lehranstalten. Von Dr. A. Drokkb. Mit Figuren 
im Text. gr. 8. 1881. geh. JC 2.— 

Die Elemente der Kegelschnitte in synthetischer Behandlung. 
Zum Gebrauche in der GyinnaslaJ prima bearbeitet von Dr. W. Ebt.hr, 
Prof. u. I. Oberlehrer ii.i'n Kl;!. Pädagogium in Züllichau. Mit einer 
lithographirten Figurentafel. 2. Aufl. gr. 8. 1881. geh. JC\.— 

ßtfivluä) in ebenen ©entmine neift StepciitintiStofcln. gut 

SBürger*, ©ew«6e= nnb 6»iett StflWojuIeti jolote jirai Sel&fhmterridjte. 

äßit etitem bejonbmu iQtn ^v:\umtia)?t:i S^ii Sin-nur Dr. SB. äeljme 

ä u »armen, ©edjfte nerfjefferte Wuftage. gr. 8. 1880. aefi. JC 2.40. 
Leitfaden der ebenen Geometrie mit 700 TTebungssatzen 

und Aufgaben. Von Dr. Jouus Kobee. gr. 8. 1874. geh. JC1.— 
Lehrbuch zur Einführung in die Geometrie für höhere 

Schulen. Von Dr. H. Böbner, Oberlehrer an der Realschule zu 

Ruhrort. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1879. 

geh. JC 1.60. 
Vorschule zur Geometrie. Von Dr. Th. Reisbaus, Oberlehrer 

am Gymnasium zu Stralsund. Erste Abtheilung: Lehrbuch. 

(Mit vielen Figuren im Test.) gr. 8. 1879. geh. JC 2.— 
__— Zweite Abtheilung. Wiederholungs- und 

Aufgabenbuch. (Mit vielen Figuren im Text.) gr. 8. 1879. 

JC 1.20. 
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Dia Geometrie für Gymnasien und Realschulen. I. Teil: 

Planimetrie. Von A. Miuhowski. Mit Holzschnitten im Text und 
4 Figurentafeln, gr. 8. 1881. geh. J£ 2.— 

Lehrbuch der elementaren Geometrie für Gymnasien und 
Realschulen bearbeitet von F. J. Beockmann. Erster Theil: Die 
Planimetrie. 2. Aufl. Mit 139 Figuren in Tlok^knili. .u'v. fi. 1BV7. 
geh. JCi.— Zweiter Theil: Die Stereometrie. Mit 84 Figuren 
'in IMzäthnitt. gr. 8. 1875. geh. JC 1.60. 

Einleitung in die neuere Geometrie für die oberen Klassen 
der Realschulen und Gymnasien. Von W. Führmann, Oberlehrer an 
der Realschule auf der Burg in Königsberg i. Pr. Mit 4 litho- 
graphierten Figurentafeln, gr. 8. 1881. geh. n. JC 1.60. 

Lehrbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie. Für 
Gymnasien und Realschulen bearbeitet von F. J. Bbqckmann. Mit 
46 Holzschnitten. 2. Aufl. gr. 8. 1880. geh. JC 1.60. 

Leitfaden der Stereometrie mit Benutzung neuerer An- 
schauungsweisen. Von Dr. Hubebt Müller. I. Theil: Die Grund- 
gebilde and die einfachsten Körperformen. Mit zahlreichen Holz- 
schnitten und drei (litliogr.) Tafeln, gr. 8. 1877. geh. JC 2.— 

Lehrbuch der analytischen Geometrie. Bearbeitet von O. Fortu. 
O.ScblÜmilcu. M.viel.Holzschn. 2Thle. 4. Aufl. gr.8. 1877. geh. Jt. 9.— 

Einzeln: i Theil: Analjt. Geometrie <ier .Eaern;. Voi: O. I'ort. JCi-— 

IL Theil: AiMlfi. (U-iim'.'trx lins Baumes. Von O. Schlömilch. J£5.— 

Sammlung von Beispielen u. Aufgaben aus der Stereometrie u. 

Trigonom. Von Dr. F. Reibt. 2Tueile. 2. Aufl. gr,8. 1877. geh.^7.— 
Einzeln: L TheU: Trigonometrie. JCi.— 
II. Theil: Stereometrie. jKS.— 

• — Eesultate. 2. Auflage. I. Theil M. 1.80, II. Theil JL\ — 

Die Elemente der Differential- und Integralrechnung. Zur 

Einführung in das Studium dargestellt von A. Habnack. gr. 8. 

1881. geh. Jt. 7.60. 
U Übungsbuch aum Studium der höheren Analysis. Von 

O.ScaLÖuiLCH. 2Thcile. 2. u. 3. Aufl. gr.8. 1874—1878. geh. .& 13.60. 
Einieln: I. Theil : Aufgaben ans der Diflercntinlrechiiung. 3. Ann. ISIS, Jt 6.— 

Die Grundlehren der höheren Analysis. Ein Lehr- und 

Handbuch für den ersten Unterricht in der höheren Mathematik. 
Zum Gebrauch an Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht. Von 
Dr.J.WENca. Mit 140 Figuren in Holzschn. gr.8. 1872. geh. JC6.— 

Vorlesungen über analytische Geometrie des Baumes, ins- 
besondere über Oberflächen zweiter Ordnung. Von 0. Hesse. 
3. Auflage, gr.8. 1876. geh. JC 13.— 

Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der geraden 
Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene. Von 0. Hesse. 
3. Aufl. gr. 8. 1873. geh. JC 5.20. 
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Vorwort. 

Die Röcksicht auf die Bedürfnisse der preußischen Real- 
gymnasien und Ober -Realschulen, an denen die analytische 
Behandlung der Kegelschnitte nach den Lehrplänen vom 
11. März 1882 obligatorisch ist, bestimmt den Unterzeichneten, 
die Aufgaben, welche die Kegelschnitte betreffen, in zwei von 
einander getrennten Abteilungen erscheinen zu lassen. Die 
erste hier vorliegende Abteilung enthält die einfacheren Auf- 
gaben, welche dem Standpunkte jener Schulen angemessen 
sind, während in der zweiten Probleme aus der projekti vischen 
Geometrie, sowie aus der Behandlung der Kegelschnitte mit 
Hilfe trimetrischer Koordinaten dem Studierenden zur Be- 
arbeitung dargeboten werden. 

Magdeburg, im Februar 1883. 

Ad. Hochlieim. 
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Die Parabel. 

Die Gleichung der Parabel. 

1. Es soll der geometrische Ort eines Punktes P bestimmt 
werden, der von der Geraden x — — — und dem Punkte I — . Ol 
gleich weit entfernt ist. Welches ist die Gleichung desselben? 

2. Die Achse einer Parabel fällt mit dem positiven Teile der 
X- Achse zusammen, der Scheitel mit dem Koordinatenanfangspunkte. 
Welches ist die Gleichung der Kurve, wenn der Abstand des Brenn- 
punktes vom Scheitel derselben gleich 4^- ist? 

3. Die Koordinaten des Scheitels einer Parabel sind a, b, der 
Parameter derselben gleich p. Welches ist die Gleichung, wenn 
die Achse der X-Achse parallel läuft? 

Beispiel. a = 5, 6 = — 3, p — 5^. 

4. Die Achse einer Parabel ist y = — T, die Abscisse des 
Scheitels % = 3 , die Koordinaten eines Punktes der Kurve x% = i, 
y a = — 5. Welches" ist die Gleichung derselben? 

5. Die Gleichung einer Parabel ist 112 y* — 352 y — 96# 
-\- 151 = 0. Wie groß ist der Parameter derselben? Welches sind 
die Koordinaten des Scheitels? Welches sind die Koordinaten des 
Brennpunktes? 

6. Was wird aus der Parabel y 2 = p$, wenn man p bis zu 
Null abnehmen läßt? 

?. Eör welchen Punkt der Parabel g 2 = p% ist die Ordinate 
gleich dem g-fsvchen der Abscisse? 
Beispiele, a) #' = 9x, q = 5; 
h) y'= 17*, « — -f 

8. Welches ist die Gleichung eines Brennstrahles der Parabel 
y 8 = 5-c, wenn die Abscisse des Endpunktes a; x = 9 ist? Wie weit 
ist der Endpunkt desselben von der Direktrix entfernt? 

9. Gegeben ist die Parabel i/ ä =10#. Welches ist die Glei- 
chung derselben für ein Achsensysteiu, dessen Koordinaten wink el 45° 

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie. II. 1 
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2 Die Parabel. 

beträgt, wenn die X-Achse des neuen Systems mit der des ur- 
sprünglichen zusammenfällt? 

10. Welches ist die Polargleichung einer Parabel mit dem 
Parameter p, wenn die Achse derselben als die feste Achse des 
Koordinatensystems, der Brennpunkt aber als Pol angesehen wird? 

11. Für welche Anomalie ist der Radiusvektor einer Parabel 
gleich dem Parameter derselben? Für welchen Wert von & besitzt 
der Radiusvektor einen Minimalwert? 

12. Die Polargleichung einerParabel ist q — Welcher 

Wert ergiebt sich für p, wenn a) L&=15°, b) L& = 60° ge- 
setzt wird? 

13. Wielang ist einoBrennpuuktsebne der Parabelt)=—r- — ~~~^\' 

wenn dieselbe unter dem Winkel tp gegen die Achse der Parabel 

geneigt ist? 

7 

Beispiel, o = -i L <p = 20°. 

1 — cos <p 

14. Durch der» Brennpunkt einer Parabel ist eine Sehne ge- 
zogen. Wie groß ist das Rechteck aus den Abschnitten derselben? 

15. Von den Endpunkten einer Brennpunktsehno der Parabel 
sind Lote auf die Achse derselben gefallt. Wie 



"2(1- 

groß ist das Rechteck aus den beiden Loten? 



Die Parabel und die Gerade. 

16. Welches sind die Koordinaten der Punkte, 
y* = p x von der Geraden y = M x -+- n 

Beispiele, a) $* = $%, 7#— 3ff— 30 = 0; 
b) i/ 8 — 3a;, ±y — x —12=0; 

■Os'-ii«, &+£ + i-o. 

17. Welches ist die geometrische Bedeutung der Relation 



18, In welchen Punkten wird die Parabel iß = px 
Geraden y = n geschnitten? 
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Tangente und Normale der Parabel. 3 

19. Welcher Bedingung müssen die Koordinaten einer geraden 
Linie (w, ®) genügen, wenn dieselbe eine Parabel berühren soll, 
deren Achse mit der Abscissonachse zusammenfallt und deren Brenn- 
punkt der Gleichung — w + l=0 entspricht? Welches ist dem- 
nach die Gleichung dieser Parabel in Linienkoordinaten? 

20. Von einem Punkte P sind nach einer Geraden ff Strahlen 
gezogen und auf jedem derselben im Endpunkte ein Lot errichtet. 
Welche Kurve umhüllt diese Lote? (Linienkoordinaten.) 

21. In die Parabel j/ 3 =11# ist ein gleichseitiges Dreieck 
eingezeichnet, dessen eine Spitze im Scheitel derselben liegt. Wie 
lang ist jede der Seiten? Wie groß ist die Höhe? 

22. Durch zwei Punkte der Parabel ä/ 2 = %$, nämlich a^ — 2, 
y L > und 3^ = 18, ^ a <0, ist eine Gerade gelegt. Welches ist 
die Gleichung dieser Sekante? 

23. Durch den Punkt (x lf 2/j) ist eine Sehne in die Parabel 
y^^px zu logen, welche in diesem Punkte halbiert wird. Welches 
ist die Gleichung derselben? 

Beispiel. y 2 = l$, x 1 = 5, y, — 3. 

24. In welchen Punkten wird die Parabel 

f — lOy — 6* + Iß = 
von der Geraden 3# + 4# — 12 = geschnitten? Wie weit ist 
der Brennpunkt der Parabel von der Geraden entfernt? 

25. Welches ist die Gleichung einer Parabel, die von dor 
r-Achse berührt wird und die X-Achse in dem Punkte (12, 0) 
schneidet, vorausgesetzt daß die Achse derselben der X-Achse 

. lauft und der Parameter gleich 3 ist? 

26. Welches sind die Gleichungen der Tangenten, die sich 
i Koordinatenanfangspunkte an die Parabel (ß — ß) 3 =p (x — a) 



Beispiel. y 2 - 12» - 3a; + 84= 0. 

Tangente und Norniale der Parabel. 

27. An die Parabel y 2 =px ist im Punkte (a^, y t ) eine Tan- 
gente gelegt. Welches ist die Gleichung derselben? 
Beispiele, a) f=5x, a\— 20, ft — 10; 
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4 Die Parabel. 

28. Im Punkte (x t , y t ) der Parabel j/ 3 = px sei die Normale 
konstruiert. Welches ist die Gleichung derselben? 

Beispiel. j a = 9», #, = 25, y, 15. 

29 a, Gegeben ist die Parabel 

y*— &y — 8x — 63 = 0. 
Es sollen die Gleichungen derjenigen Tangenten gefunden werden, 
deren Berührungspunkte die Abscisse % = — 1 haben. Unter welchen 
Winkeln sind diese Tangenten gegen die X-Achse geneigt? Welches 
sind die Gleichungen der zugehörigen Normalen? 

29h. Es soll die Gleichung einer Parabel bestimmt werden, 
die von der Geraden Lx -f- M y -\- N = berührt wird. Die Achse 
der Kurve möge mit der X-Achse zusammenfallen, und der Scheitel 
besitze die Koordinaten a, 0. 

Beispiel. 9a; - iy + 7 - 0, a — 6. 

30. Gegeben ist die Parabel j/ s = px und ein Punkt (x,, ijj) 
derselben. Wie lang ist die Tangente, die in diesem Punkte die 
Parabel berührt? Wie lang ist die Normale? Wie lang die Sub- 
tangentc? Wie lang die Subnormale? 

Beispiel. y s =10u:, »,-7, y x > 0. 

31. Gegeben ist eine Parabel und auf derselben der Punkt P. 
Tangente nnd Normale an diesem Punkte der Kurve sind dureh 
Konstruktion zu finden. 

32. In welchem Verhältnis teilt der Brennpunkt einer Parabel 
den Abstand der beiden Punkte, in welchen die Aehse von einer 
Tangente und der zugehörigen Normale geschnitten wird? 

33. Für welchen Punkt der Parabel y* = px ist die Tangente 
gegen die Achse unter dem Winkel tp g'.'iieigl V 

Beispiele, a) y* = 15a:, L (p = 45°; 
b) #* = IIa;, L<p= 120°. 

34 Von welchem Punkte der Aehse einer Parabel y i = px 
lässt sich an dieselbe eine Tangente legen, deren Neigungswinkel 
gegen die X-Achse 30° beträgt? Welches ist die Gleichung der- 
selben? 

35. Gegeben ist die Parabel y^^px. a) Für welchen Punkt 
derselben ist die Tangente gleich dem Parameter? b) Für ^ 
Punkt ist die Tangente 4 mal so groß als die Abseisse < 
rührungspunktes ? 
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Tangente und Normale der Parabel. 5 

36. Für welchen Punkt der Parabel y 2 -=p% ist die Normale 
doppelt so lang als die Subtangente? Welchen Winkel schließt in 
diesem Falle die Kormale mit der X-Achse ein? 

37. An die Parabel y* = px ist eine Tangente zu legen, so 
daß das Rechteck aus dieser und der zugehörigen Normale gleich 
dem doppelten Quadrate der Ordinate ist. Welches sind die Koor- 
dinaten des Berührungspunktes? Unter welchem Winkel schneidet 
die Tangente die X-Achse? 

38. Es sollen die Koordinaten eines Punktes der Parabel ge- 
sucht werden, für welchen die Normale gleich der Differenz zwischen 
der Subtangente und der Subnormale ist. 

39. Es ist zu zeigen, daß die Tangente mit dem nach dem 
Berührungspunkte gezogenen Brennstrahle und mit der Achse gleiche 
Winkel einschließt. 

40. Von dem Brennpunkte einer Parabel sind Lote auf die 
Tangenten gefällt, a) Auf welcher Linie liegen die Fußpunkte der 
Lote? b) Wenn jedes Lot über den Fußpunkt hinaus um sieb 
selbst verlängert wird, wo liegen die Endpunkte der Verlänger- 
ungen (Gegenpunkte des Brennpunktes bezüglich der Tangenten)? 

41. Von dem Punkte P einer Tangente der Parabel f^px 
ist eine Gerade nach dem Brennpunkte gezogen und eine zweite 
nach dem Fußpunkte des vom Berührungspunkte auf die Direk- 
trix gefällten Lotes. In welcher Beziehung stehen diese beiden 
Linien ? 

42. Es soll der geometrische Ort des Schnittpunktes einer 
Tangente der Parabel mit dem Lote bestimmt werden, welches 
im Brennpunkte auf dem nach dem Berührungspunkte gezogenen 
Brennstrahle errichtet ist. 

43. Gegeben ist die Parabel tf =p% und die Gerade y — Mx + n. 
Es soll eine Tangente an die Parabel gelegt werden, welche der 
gegebenen Geraden parallel läuft. Welches ist die Gleichung der- 
selben? Welches sind die Koordinaten des Berührungspunkt es ? 

Beispiel. y 2 =5x, 3x-2y + l = 0. 

44. Welche Tangente der Parabel y* = px ist gegen die Ge- 
rade y = Mx + n unter dem Winkel rp geneigt? Welches sind 
die Koordinaten des Berührungspunktes? 

Beispiel. y 2 =12x, y — 3* — 4, L q> — 45°. 
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g Die Parabel. 

45. Von einem gegebenen Punkte P ist an eine Parabel eine 
Tangente zu legen. Für welche Lage des Punktes P läßt sieb 
keine reelle Tangente konstruieren? 

46. Es ist nachzuweisen, in welchem Verhältnis der Abstand 
des Brennpunktes der Parabel von einer Tangente zn der zuge- 
hörigen Normale steht. 

47. Auf der Parabel y^^px gleiten zwei Tangenten fort, 
welche sich rechtwinklig durchschneiden. Welches ist der geo- 
metrische Ort des Durchschnittspunktes derselben? 

48. An die Parabel y s = p% sind zwei Tangenten gelegt, 
welche auf einander lotrecht stehen. Wie groß ist das Eechteck 
ans den zugehörigen Subtangenten? 

49. In den Endpunkten einer beliebigen Brennpunktsehne sind 
Tangenten an die Parabel gelegt. Unter welchem Winkel schnei- 
den sich dieselben? 

50. Von dem Brennpunkte der Parabel y 2 ■= px sind Strahlen 
nach allen Tangenten derselben unter dem konstanten Winkel tp 
gezogen. Welches ist der geometrische Ort der Schnittpunkte? 

51. In den Punkten (x L , y t ) und (x a , y%) sind zwei Tangenten 
an die Parabel iß = px gelegt. Welches ist die Gleichung der 
Geraden, die den Schnittpunkt der Tangenten mit dem Brenn- 
punkte verbindet? Es ist zu zeigen, daß diese Gerade den Winkel, 
welchen die nach den Berührungspunkten gezogenen Brennstrahlen 
bilden, halbiert. 

52. An die Parabel y s = B^x sind zwei Tangenten gelegt, 
deren Berührungspunkte #j=y, ^>0, ;e s = 14, y 2 < sind. 
Welches sind die Koordinaten des Schnittpunktes derselben? Welchen 
Winkel schließen beide mit einander ein? 

53. An die Parabel y 2 = px sind Tangenten gelegt, deren 
Berühr ongspnnkte (x lr ;/,) und (x^, # 2 ) sind. Es ist das Ver- 
hältnis zu bestimmen zwischen dem Winkel, den die Tangenten 
einschliessen , und dem Winkel, welchen die nach den Benjln-njigs- 
punkten gezogenen Brennstrahlen bilden. 

54. Gegeben ist die Parabel y 2 = px. In den Punkten (x l , y,) 
und (#2, i/ 3 ) sind Tangeuten an dieselbe gelegt. Es ist zu zeigen, 
daß die Quadrate der Tangenten, gerechnet von ihrem Schnittpunkte 
bis zu den Berührungspunkten, sich verhalten wie die nach den 
Berührungspunkten gezogenen Brennstrahlen. 
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Tangente und Normale der Parabel. 7 

55. An eine Parabel sind in den Punkten B und C Tangenten 
gelegt, welche sich im Punkte A durchschneiden. Eine dritte 
Tangente berührt die Parabel im Punkte L und sehneidet die bei- 
den ersten Tangenten in G und H. Es ist nachzuweisen, daß die 
Strecke GH vom Brennpunkte aus gesehen unter einem konstanten 
Winkel erscheint. In weicher Beziehung steht dieser Winkel zu 
dem, den die beiden Brennstrahlen BF und CF einschlioi.ieuV 

56. An eine Parabel sind in den Punkten B, C und L Tan- 
genten gelegt. Wie laßt sich nachweisen, daß der dem Tangen- 
tendreieck umschriebene Kreis durch den. Brennpunkt der Parabel 
geht? 

57. Um eine Parabel ist ein gleichschenkliges Dreieck be- 
schrieben. Welche Lage haben die Spitze desselben, der Berüh- 
rungspunkt der Grundlinie und der Brennpunkt der Parabel zu ein- 
tUii.lerV 

58. Zwei Tangenton der Parabel y s = px bilden mit der Schei- 
teltangente derselben ein gleichseitiges Dreieck, in dem jede Seite 
gleich s ist. Welches sind die Koordinaten der Berührungspunkte? 

59. Um eine Parabel ist ein gleichseitiges Dreieck beschrieben. 
Welche Lage haben die Geraden zu einander, welche die Ecken des 
Dreiecks mit den gegenüberliegenden Berührungspunkten verbinden? 

60. Gegeben ist die Parabel y 2 = px. Unter welchen Win- 
keln wird dieselbe a) von dem Kreise # 2 +J/ s =-v b) von dem 
Kreise (x — — ) + y s «= p 2 geschnitten? 

61. Es soll die Gleichung einer Parabel gefunden werden, 
weiche den Kreis y 2 -\- (x — a) 2 = r s einschließend berührt. Die 
Achse derselben möge mit der X-Achse zusa mm enfallen und der 
Seh eitel im Koordinatenanfangspunkte liegen. 

Beispiel. y*+ (a — 13)*-= 25. 

62. Gegeben ist die Parabel y 2 = p x und der Kreis x 2 -f- y B ■= r 1 . 
Welches sind die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten 
beider Kurven? 

Beispiel, f— Zx, a;*4-# a =25. 

63. Zwei Parabeln mit gemeinschaftlicher Achse entsprechen 
den Gleichungen y* = p l $ und y 2 = p 3 (x ~ a). Welches sind die 
Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten beider Kurven? 
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8 Die Parabel. 

Beispiele, a) y a =7x, # B = ll(£ — 9); 
b) y 2 *~15x, y*— 9(a> — 7). 

64. Von dem Punkte (iFj, j/J sind an die Parabel y* — px 
zwei Tangenten zu legen. Welches sind die Gleichungen derselben? 
Welches sind die Koordinaten der Berührungspunkte? 

Beispiele. s,)^=6x, a^-8, y, = 7; 

b) y 2 -llx, a^-5, &=3. 

65. Von dem Punkte (% ± , j/,) sind zwei Tangenten an die 
Parabel y s — px gelegt, a) Wie groß ist das Rechteck aus den 
Abscissen der Berührungspunkte? h) Wie groß ist die Summe der 
Ordinaten der Berührungspunkte? 

66. Gegeben ist die Parabel y 2 -=p% und der Punkt (x 1 , #,). 
Welchen Winkel schließen die beiden Tangenten ein, die sich von 
dem gegebenen Punkte an die Parabel ziehen lassen? Wie läßt 
sieh aus der gefundenen Relation die Gleichung für den in Auf- 
gabe 47 gesuchten geometrischen Ort entwickeln? 

Beispiel. y a = 5%, a^ ■= — 3, y, — 7. 

Pol und Polare. 

67. Von dem Punkte (a^, y^) sind zwei Tangenten an die 
Parabel y^^px gezogen. Welches ist die Gleichung der Polare 
des Punktes (#, , ;/,) bezüglich der Parabel? 

Beispiele, a) y 2 =>Qx, «,.— — 8, &— 5j 

b)y s =18a;, ^=2, y 1= — 6; 

c) y'-^s, a^-ll, fc-4. 

68. Welches ist die Gleichung der Polare des Brennpunktes 
bezüglich der Parabel i/ B >=j):c? 

69. Gegeben ist die Parabel y 2 —llx. In welchen Punkten 
wird dieselbe von der Polare des Punktes #, = — 5, & = — 1 
geschnitten ? 

70. Gegeben ist eine Parabel i/ a = px und der Pol P (x,, j/j). 
Durch den Pol ist eine Parallele zur Achse bis zum Schnitt mit 
der Polare gezogen. In welchem Verhältnis wird diese Strecke 
durch die Parabel geteilt? 

71. Gegeben ist die Parabel y 2 = px und der Punkt P (x u j/j). 
Es soll die Polare des Punktes bezüglich der Parabel durch Kon- 
struktion gefunden werden. 



Hosted by 



Google 



Pol und Polare. 9 

72. Dia Gerade L x -f- M y -f- N = werde als Polare be- 
züglich der Parabel y a = px betrachtet. Welches sind die Koor- 
dinaten des zugehörigen Poles? Wo liegt der Pol, wenn £ = ist? 

Beispiele. a)2/ a =14#, iy — &x + 28 = 0; 

; y •» ' 13 2 

73. Der Pol P liegt auf der Direktrix der Parabel. Von 
demselben ist ein Lot auf die zugehörige Polare gefällt. In welchem 
Punkte schneidet das Lot die Polare? Welche metrische Beziehung 
besteht in diesem Palle zwischen dem Lote und den Abschnitten 
der Polare? 

74a. Die Gerade g gehe durch den Brennpunkt der Para- 
bel ^ = p%. Der Kugehörige Pol ist durch Konstruktion zu finden. 

74b. Auf einer Parabel ist der Punkt A gegeben. Wie läßt 
sich nach dem vorhergehenden in diesem Punkte eine Tangente 
an die Parabel legen? 

75. Gegeben ist die Parabel y 2 = p% und der Pol P (_x lt y r ). 
a) Unter welchem Winkel schneiden sich die Strahlen, welche von 
dem Brennpunkte F nach dem Pole und nach dem Schnittpunkte 
der Polare und der Direktrix gezogen worden können? b) Die von 
P ausgebende Parallele zur Achse schneide die Direktrix in L. 
Unter welchem Winkel wird die Polare des Punktes P von der 
Geraden LF geschnitten? 

76. Gegeben ist die Parabel y s = px und die beiden Punkte 
(fljj, # t ) und (a: a , )/ a ). In. welcher Beziehung s;.eh l der Abschnitt, 
den die Polaren dieser Punkte auf der X-Achse bilden, zu dem 
Abstände der Fußpunkte der Lote, die sich von den Polen auf 
die X-Achse fällen lassen? 

77. Gegeben ist die Parabel y 2 — Tx und die beiden Gera- 
den y = 5 x — 1 und y = 3 x -+- 2. Die letzteren mögen als Polaren 
bezüglich der Parabel betrachtet werden. Welches ist die Glei- 
chung der Verbindungslinie der beiden zugehörigen Pole? Wie groß 
ist der Inhalt des von den Geraden eingeschlossenen Dreiecks? 

78. Der Gleichung y^ — px — 7^=0 entspricht ein Parahel- 
büsehel, wenn man dem Parameter p alle möglichen reellen Werte 
erteilt. Welche Lage haben die Polaren eines Punktes (# It y^) 
bezüglich der Parabeln dieses Büschels? 
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10 Die Parabel. 

Durchmesser der Parabel. 

79. Welche Gestalt nimmt die Gleichung der Polare des 
Punktes P (x 1 , #,) bezüglich der Parabel y 2 — px an, wenn der 
Punkt P in die Unendlichkeit rtlckt? 

80. In welchem Verhältnis wird jede nach dem unendlich 
fernen Punkte P gerichtete Sehne der Parabel durch die zuge- 
hörige Polare (Durchmesser) geteilt'? 

81. Gegeben ist eine Schar paralleler Sehnen, welche der 
Gleichung y = Mx -f- n entspricht (« ist eine veränderliche Kon- 
stante). Es ist die Gleichung des Durchmessers zu bestimmen, 
welcher der Sehnenschar konjugiert ist. 

Beispiel. y 2 =™x, ix — 7?/ + « = 0. 

82. Gegeben ist der Durchmesser oiuer Parabel y = k. Welcher 
Gleichung entspricht die demselben konjugierte Sehnenschar? 

Beispiel. y 2 =13x, y = — 11. 

83. In der Fläche der Parabel y 2 = 6 % befindet sich der Punkt 
x t = 4, y ± = 3. Welche Sehne der Parabel wird iu diesem Punkte 
halbiert? 

84. Gegeben ist die Parabel y 2 ^px und der Durchmesser 
y = q. Es soll durch den Scheitelpunkt eine Sehne gezogen wer- 
den, welche durch den gegebenen Durchmesser halbiert wird. Wie 
läßt sich die Sehne durch Konstruktion ermitteln? 

Beispiel. y s =l&x, y = — 9. 

85. Die Gleichung einer Parabel ist ^ s = 9#, die eines Durch- 
messers derselben y — — 7. Welche Lage haben die Polaren allor 
Punkte des Durchmessers bezüglich der Parabel? 

86. Die Parabel y 2 ~px wird durch eine Schar paralleler 
Sehnen, welche der Gleichung y = Mx -f- q entspricht, geschnitten. 
Welches ist der Ort der Pole, wenn die Sehnen als Polaren be- 
trachtet werden? 

87. Von dem Punkte P (a^, j/j) ist ein Durchmesser durch 
die Parabel y 2 — px gezogen und in dem Schnittpunkte des Durch- 
messers und der Parabel eine Tangente an die letztere gelegt. 
Unter welchem Winkel ist die Tangente gegen die Polare des 
Punktes P geneigt? 

88. Von dem Punkte P sind an eine Parabel zwei Tangenten 
und der Durchmesser gezogen, ferner in dem Punkte, in dem der 
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Die Parabel als geometrischer Ort. H 

Durchmesser die Parabel schneidet, eine Tangente an die letztere 
gelegt und bis zum Durchschnitt mit den beiden ersten Tangenten 
verlängert. Es ist zw zeigen, daß die dritte Tangente in ihrem. 
Berührungspunkte halbiert wird und jede der durch P gehenden 
Tangenten halbiert. 

89. An die Parabel y s — px sind drei Tangenten gelegt und 
die Berührungspunkte durch gerade Linien verbunden. Wie ver- 
hält sich der Inhalt des umschriebenen Dreiecks zu dem des ein- 



90. Durch den Punkt (x 1 , y r ) der Parabel j'-pi ist ein 
Durchmesser und eine Tangente gelegt. Welche Gestalt nimmt 
die Gleichung der Parabel an, wenn man den Durchmesser als 
Abscissenachse, die Tangente als Ordinatenachse betrachtet? 

91. In welcher Beziehung steht der Parameter irgend eines 
Durchmessers zu der Entfernung des Endpunktes desselben vom 
Brennpunkte der Parabel? 

92. In einer Parabel sind zwei viava.Jlelc Seimen gezogen. In 
wolcher Beziehung stehen die Quadrate dieser Sehnen? 

93. Gegeben ist eine Parabel. Das Achsensystem wird von 
einem Durchmesser und der Tangente im Endpunkte desselben ge- 
bildet, welche mit diesem den Winkel tp einschließt. Welches sind 

die Koordinaten des Poles, wenn die Gerade j- — = 1 als Po- 
lare bezüglich der Parabel betrachtet wird? 

94. Auf zwei Durchmessern einer Parabel sind von ihren End- 
punkten aus gleiche Stücke abgeschnitten und die Teilpunkte mit 
einander verbunden. In welcher Beziehung stehen die Abschnitte 
der so entstandenen Sehne zu einander? 

Die Parabel als geometrischer Ort. 

95. Auf welcher Linie liegen die Hai bi er ungs punkte sämt- 
licher Ordinaten einer Parabel, deren Gleichung y i =p% ist? 

96. Gegeben ist die Parabel y 2 — px. a) Auf welcher Linie 
liegen die Halhierungs punkte aller Lcitstrahleu derselben? b) Jeder 
Leitstrahl ist um sich selbst verlängert. Auf welcher Linie liegen 
die Endpunkte? 
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12 Die Parabel. 

97. Von dem Fußpunkte der Direktrix sind Sekanten in die 
Parabel # s = .p:r gezogen und die so entstandenen Sehnen halbiert. 
Auf welcher Kurve liegen die Ha Ibi er trage punkte der Sehnen? 

98. Von dem Brennpunkte der Parabel y 2 = p% sind Lote 
auf die Normalen dieser Kurve gefällt. Es ist der geometrische Ort 
der Fußpunkte der Lote zu bestimmen, 

99. Es ist der geometrische Ort des Schnittpunktes derjenigen 
Normalen der Parabel y* = px zu bestimmen, welche lotrecht zu 
einander stehen. 

100. An die Parabel j/ 2 = p x sind zwei Tangenten golegt. 
Die Kotangenten der Neigungswinkel dieser Tangenten zur Haupt- 
achse haben eine Differenz = d. Welches ist der geometrische Ort 
des Schnittpunktes der Tangenten? 

101. Gegeben ist die Gerade g und der Punkt P außerhalb 
derselben. Von dem Punkte P ist ein Strahl nach g gezogen und 
über diesem als Grundlinie ein gleichschenkliges Dreieck konstruiert, 
so daß der eine Schenkel desselben auf der Geraden g lotrecht 
steht. Welches ist der geometrische Ort der Spitze desselben? 

102. Gegeben ist die Gerade g und der Punkt P außerhalb 
derselben. Durch den Punkt P ist eine Schar von Kreisen gelegt, 
die alle von der Geraden g berührt werden. Auf welcher Linie 
liegen die Endpunkte aller Durchmesser, die von P ans gezogen 
werden können? 

103. Die konstante Grundlinie a eines Dreiecks liegt fest; 
zwischen den beiden anliegenden Winkeln ß und y besteht die Re- 
lation smß^fgy. Welches ist der geometrische Ort der Spitze 
des Dreiecks? 

104. Von einem Dreieck liegt ein Eckpunkt fest, die dem- 
selben gegenüberliegende Seite aber, welche die konstante Länge c 
hat, wird längs einer gegebenen Geraden g fortgeschoben. Auf 
welcher Linie bewegt sich dann der Mittelpunkt des umschriebenen 
Kreises fort? 

105. Von einem Dreieck ist die Grundlinie c und der Inhalt J 
gegeben. Die Seite c möge mit der X-Achse, der eine End- 
punkt mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammenfallen. Welches 
ist der geometrische Ort des Höhenpunktes? 

106. Die Grundlinie c eines Dreiecks hat dieselbe Lage wie 
in der vorhergehenden Aufgabe. Die gegenüberliegende Spitze gleitet 
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auf der Parabel y 2 ~px fort. Welches ist der geometrische Ort 
des Schworpunkl.es? 

107. Die Grundlinie c eines Dreiecks hat dieselbe Lage wie 
in Aufgabe 105. Die gegenüberliegende Spitze gleitet längs der 
Parallel y -f- nx 2 — n = 0, deren Direktrix der X- Achse parallel 
läuft, fort. Welche Linie beschreibt der Schwerpunkt dos. Dreieck? V 

108. Gegeben ist die Gerade g und der Punkt P. Es soll 
der geometrische Ort eines Punktes Q bestimmt werden, ho daß 
das Quadrat seiner Entfernung von P, vermindert um das Quadrat 
seines Abstandes von g, gleich d a ist. 

109. In dem Teile des Kreises # 2 = 2rx — x 2 , der zwischen 
den beiden Geraden x — ö and % = r liegt, sind Kreise konstruiert, 
welche die Peripherie und den Durch mens er berühren. Welches 
ist die Gleichung der Linie, auf welcher die Mittelpunkte dieser 
Kreise liegen? 

110. Auf welcher Linie liegen die MiU.elpunlde ullor derjenigen 
Kreise , welche die Gerade x = und den Kreis y 2 -f- {x — af = r a 
berühren ? 

111. Gegeben ist die Gerade g (x = 0) und der Kreis K 
[{$ — a) s + */ s = r a ]. Es soll der geometrische Ort desjenigen Punk- 
tes bestimmt werden, dessen Entfernung von g gleich der Tan- 
gente ist, die sich von ihm an den Kreis K ziehen läßt. 

112. In dem Hecht eck ABCT) ist eine Parallele zu der Dia- 
gonale AC gezogen, welche die Seite AB in E, die Seite BC in 
F schneidet. Man verbindet A mit F und zieht durch E eine 
Parallele au BC, dann schneiden sich diese Linien im Punkte P. 
Welche Linie beschreibt der Punkt P, wenn die Gerade FF so 
verschoben wird, daß sie der Diagonale ÄC parallel bleibt? 

113. Die Tangenten <\er Parabel ■fj : '^-px mögen als Polaren 
bezüglich dos Kreises x 2 + y s = j- s betrachtet werden, Auf welcher 
Kurve liegen die zugehörigen Pole? 

Konstruktionsaufgaben. 

114. Zur Konstruktion einer Parabel ist außer dem Brenn- 
punkte F und der Richtung der Achse a 

a) ein Punkt P der Kurve oder 

b) die Richtung einer Tangente t 
gegeben. 
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14 Die Parabel. 

115. Es soll die Richtung der Direktrix einer Parabel be- 
stimmt werden, wenn der Brennpunkt F, die Richtung einer Tan- 
gente ( and deren Berührungspunkt P gegeben sind. 

116. Zur Konstruktion einer Parabel sind zwei Tangenten t, 
und ^ und der Brennpunkt F gegeben. 

117. Gegeben sind zwei Tangenten t t und ^ und der Brenn- 
punkt F einer Parabel. Es soll die Lage eines Punktes der Kurve 
gefunden werden, dessen Brennstrahl gleich dem arithmetischen 
Mittel der Brennstrahlen der beiden Punkte ist, in denen die Pa- 
rabel von t L und t 2 berührt wird, 

118. Eine Parabel ist zu konstruieren, wenn außer dem Brenn- 
punkte F 

a) zwei Punkte der Kurve P x und JP 3 oder 
bj ein Punkt P und die Richtung einer Tangente £ 
gegeben sind. 

119. Zur Konstruktion einer Parabel sind zwei Punkte der- 
selben, P, und P 3 , und die Direktrix d gegeben. 

120. Von einer Parabel kennt man die Lage eines Punktes P, 
die Richtung der Achse a und die der Direktrix d. Die Parabel 
ist zu konstruieren. 

121. Zur Konstruktion einer Parabel ist die Direktrix d, eine 
Tangente ( und der Berührungspunkt derselben P gegeben. Wie 
läßt sich die Lage des Brennpunktes bestimmen? 

122. Es soll der Brennpunkt einer Parabel gefunden werden, 
wenn ein Punkt P der Kurve, die Direktrix d und eine Tangente ( 
der Lage nach bekannt sind. 

123. Die Direktrix d, die Seh eitel tangente s und eine andere 
Tangente t einer Parabel sind gegeben. Wie findet man den Brenn- 
punkt der Kurve? 

124. Von einer Parabel kennt man die Lage eines Punktes P, 
die Richtung der Achse « und die Lage des Scheitelpunktes 8. 
Brennpunkt und Direktrix sind durch Konstruktion zu finden. 

125. Zur Konstruktion einer Parabel sind die Achse a, eine 
Tangente t und deren Berührungspunkt P gegeben. 

126. Wie findet man Brennpunkt und Direktrix einer Para 
bei, wenn die Achse a, der Scheitel S und eine Tangente t ge- 
geben sind? 
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127. Von einer Parabel sind die Scbeiteltangente t lt eine 
andere Tangente ^ und der Berührungspunkt P der letzteren ge- 
geben. Wie läßt sich die Konstruktion der Parabel ausführen? 

128. Zwei Tangenten der Parabel (, und ^ mit ihren Be- 
rührungspunkten -Pj und P ä sind gegeben. Die Lage der Direktrix 
und des Brennpunktes durch Konstruktion zu bestimmen. 

129. Aus der Scheiteltangente ^ und zwei andern Tangenten 
^ und t 3 einer Parabel die Bestimmungsstucke dieser Kurve durch 
Konstruktion zu ermitteln. 

130. Zur Konstruktion einer Parabel sind drei Tangenten t lf 
t%, t ä und die Achse a gegeben. 

131. Von einer Parabel sind die beiden Punkte P t und P 2 
und die Achse a gegeben. Wie läßt sich die Konstruktion der 
Kurve ausführen? 

132. Von einer Parabel sind vier Tangenten ^, (j, ig, ( 4 ge- 
geben. Die Kurve ist durch Konstruktion zu finden. 

133. In ein gleichschenkliges Dreieck soll eine Parabel gelegt 
werden, so daß die Achse mit der Höhe zur Grundlinie zusammen- 
fällt und die Schenkel die Parabel in den. Endpunkten der Grund- 
linie berühren. 

134. Direktrix und Brennpunkt einer Parabel zu finden, welche 
die eine Seite eines Dreiecks in ihrem Halbierungspunkte, die bei- 
den andern Seiten in ihren Verlängerungen berührt. 

135. Von einer gegebenen Parabol sollen Brennpunkt, Direk- 
trix und Achse durch Konstruktion gefunden werden. 

136. Von einer Parabel ist ein Bogen gegeben, welcher den 
Scheitel nicht enthalt Wie findet man Achse und Scheitel der Kurve? 

137. Zur Konstruktion einer Parabel ist die Richtung und 
Lage der Achse a, die Länge des Parameters p und ein Punkt der 
Kurve P gegeben. 

138. Es soll durch Konstruktion der Brennpunkt einer Pa- 
rabel gefunden werden, wenn die Direktrix d, ein Pol P und die 
zugehörige Polare p der Lage nach gegeben sind. 

139. Zur Konstruktion einer Parabel sind der Brennpunkt 
derselben F, der Pol P und die zugehörige Polare p gegeben. 

140. Von einer Parabel ist die Achse a gegeben, ferner der 
Pol P und die zugehörige Polare p. Wie läßt sieh die Konstruktion 
der Parabel ausfuhren? 
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Flächeninhalt der Parabel. 

141. Von der Parabel # 2 =j)se Bind die Abscissen zweier Punkte 
x t und m t gegeben. Wie groß ist der Inhalt desjenigen Flächen- 
stlickes, welches von den beiden zugehörigen (positiven oder nega- 
tiven) Ordinaten, der Achse und dem Parabelbogen begrenzt wird? 

Beispiel y i =6x, x 1 = 8f , a: a = 13-|-. 

142. Welches ist der Inhalt des durch den Parameter abge- 
schnittenen Parabel segmentea, wenn die Gleichung der Parabel 
y* = px ist? 

Beispiel. y z =%x. 

143. Wie groß ist der Parameter einer Parabel, von welcher 
eine zur Achse senkrecht« Gerade von der Lunge 2 a ein Segment 
= a 2 abschneidet? 

144. Zwei Punkte der Parabel y^=^px, deren Abscissen x t 
und x % und deren Ordinaten positiv sind, werden durch eine Sehne 
verbunden. Wie groß ist das von der Sehne und dem Bogen be- 
grenzte Stück? 

Beispiel. y*=ix, S, = 9, ^ = 25. 

145. Durch den Scheitelpunkt der Parabel y*=px ist eine 
Sehne gezogen, welche gegen die Achse unter dem Winkel a ge- 
neigt ist. Welchen Inhalt hat das durch dieselbe abgeschnittene 



Beispiel. y^^XQx, La = 50°. 

146. Um ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite s ist eine 
Parabel beschrieben, so daß der Scheitel derselben mit dem einen 
Eckpunkte, die Achse mit der Höhe zusammenfällt. Wie groß ist 
die Summe der Inhalte der beiden Segmente? 

147. Durch den Brennpunkt der Parabel # a = px ist eine 
Sehne gelegt, welche mit der X-Achse den Winkel a einschließt. 
Welchen Inhalt hat das Parabelsegment, das durch diese Sehne 
abgeschnitten wird? 

Beispiel, y*— Ix, i.c = 45°. 

148. Die im Brennpunkte der Parabel y s = px stehende posi- 
tive Ordinate ist um den Parameter verlängert und durch den 
Endpunkt der Verlängerung ist eine Parallele zur Achse gezogen. 
In welchem Verhältnis stellen die Inhalte der beiden entstandenen 
dreieckigen Figuren? 
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Flächeninhalt der Parabel. 17 

149. In der Parabel y % = px ist eine Sehne gezogen, deren 
Endpunkte die Koordinaten x lt #, und x%, y 3 besitzen. In welchem 
Verhältnis steht das Segment zu dem Parallelogramm, welches die 
Sehne und die derselben parallele Tangente der Parabel zu Seiten hat? 

150. Von dem Punkte (x lt y t ) sind an die Parabel y^ = px 
zwei Tangenten gezogen. Welchen Inhalt hat das Flächens Liick, 
welches von den beiden Tangenten und dem dazwischen liegenden 
Parabelbogen begrenzt wird? 

151. Gegeben ist die Parabel y' 2 = Sx. In derselben ist eine 
Sehne gezogen, welche die Länge 10 busitzt und unter einem Win- 
kel von 50° gegen die Achse geneigt ist. Welches ist der Inhalt 
des von derselben abgeschnittenen Parabelsegmentes? 

152. Die Parabel y 2 = 9 x wird von den beiden Parallelen 
y — x + 10 = und y — x + 18 = geschnitten. Welchen Inhalt 
hat das von den beiden Geraden und den dazwischen liegenden 
Bogen der Parabel begrenzte Stüek? 

153. Gegeben ist die Parabel y* — p x und der Kreis y s = ipx — x % . 
Welche Inhalte haben die Teile, in welche der Kreis durch die 
Parabel zerlegt wird? 

154. Gegeben ist die Parabel y* = px. Über dem Parameter 
derselben als Durchmesser ist ein Kreis konstruiert. In welchem 
Verhältnis stehen die Teile des Kreises, in welche derselbe durch 
die Parabel zerlegt wird? 

155. Zwei Parabeln sind gegeben, welche den Gleichungen 
y 2 = px und 3? = py entsprechen. Es soll der Inhalt desjenigen 
Plächenstückes bestimmt werden, welches von den Bogen begrenzt 
wird, die zwischen den Schnittpunkten liegen. 

156. Die beiden Parabeln y*-=px und y i '=2p(x — — 1 

schneiden sich in zwei Punkten. Welchen Inhalt hat das Flachen- 
stiick, welches von den Bogen begrenzt wird, die zwischen den 
Schnittpunkten liegen? 

157. Die Polargleichung einer Parabel ist r = — ^ 

Gegeben sind zwei Eadienvektoren r 1 und r g , sowie die zugehörigen 
Anomalien <p t und tp r Welches ist der Inhalt des von r v und r a 

t Parabelsektors? 
= 10, L<p 1 = 60°, Z.9>j= 30°. 
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18 Die Ellipse. 

158. Ein Komet beschreibt bei seiner I 
eine Parabel. Nach Verlauf von 30 Tagen hat derselbe eine Win- 
kel entfemnng von 6° 30' vom Perihel erreicht und befindet sich 
in der Entfernung von 1,5 Erdweiten von der Sonne. Wie lange 
Zeit wird verstreichen, bis die Entfernung des Kometen von der 
Sonne 3 Erdweiten betrügt, und welches ist dann die Winkelent- 
fernung desselben vom Perihel? 



Die Ellipse. 

Die Gleichung der Ellipse. 

159. Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, für 
den die Summe der Entfernungen von den beiden Punkten (e, 0) 
und (— e, 0) gleich 2a ist? 

160. Die Achsen einer Ellipse fallen mit den Koordinaten- 
achsen zusammen. Welches ist die Gleichung der Kurve, wenn 
die Hauptachse 2a = 10, die Nebeua«hse 20 = 6 ist? 

161. Die Hauptachse einer Ellipse ist 2a = 26, die lineare 
Excentricität e = 12. Welches ist die Gleichung der Kurve, wenn 
die Achsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen? 

162. Die Summe der Halbachsen einer Ellipse ist a + & = 27, 
die lineare Excentricität e = 9. Welches ist die Gleichung der 
Ellipse? 

163. Die Achsen einer Ellipse fallen mit den Koordinaten- 
achsen zusammen, die Koordinaten zweier Punkte der Kurve sind 
#u #i! #s, Vi- Welches ist die Gleichung der Ellipse? 

Beispiel. x 1 ^=l, «^ = 4; ^= — 6, y g = l- 

164. Die Koordinaten des Mittelpunktes einer Ellipse sind 
#1 = 4,^=7, die Achsen derselben 2a = 14, 2b = 8. Welches 
ist die Gleichung derselben, wenn die Achsen den Koordinaten- 
achsen parallel laufen? 

165. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse 

16^-323/ + 9«*+ 36«= 92. 
Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes? Wie groß sind 
die Achsen? Welches sind die Koordinaten der Brennpunkte? 
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Die Gleichung der Ellipse. X9 

166. Wie verhalten sich die Quadrate der Ordinalen zweier 
Punkte der Ellipse «V+ & a ^ 2 = « s & a ? 

167. Die Gleichung einer Ellipse ist 7»/ 2 + 3# 3 = 18. Wie 
groß ist der Parameter? Wie groß die numerische Excentricität 
derselben? 

168. Für welchen Punkt der Ellipse »V + 6 a # 2 — a s b 2 sind 
Abscisse und Ordinate gleich? Wie läßt sich der Punkt durch 
Konstruktion finden? 

169. Gegeben ist die Ellipse a 2 y 2 -\- b 2 x 2 = a?b 2 und der Punkt 
(a; 1 ,y 1 ) derselben. Welches sind die Olcie-lumgen der Brennstrahlen, 
die sich nach diesem Punkte ziehen laßen? Wie lang, ist jeder 
der Brenn strahlen? 

Beispiel. 100)/*+ 36a 2 = 3600, je,— 8, y x — 3,6. 

170. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse 18 f + Ix' — 126. 
Welchen Winkel schließen die nach dem Punkte #,— 3, J/i>0 
derselben gezogenen Brennstrahlen mit einander ein? 

171. Für welchen Punkt der Ellipse a 2 y 2 + &■*• — a*b* ist 
das Rechteck aus den Brennstrahien gleich dem Quadrate über |-fc? 

172. Welches ist die Gleichung einer Ellipse, in der die Summe 
der Brennstrahien eines Punktes derselben dreimal so groß ist als 
die doppelte lineare Excentricität? 

173. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse a 2 g* + b*x 2 = a a ö s . 
Welche Gestalt nimmt dieselbe an, wenn die Gerade se = — a zur 
F-Achse gewählt wird, die X-Achse aber unverändert bleu.-:, (Bcliei- 
telgleictrang)? 

174. Wenn ein Punkt der Ellipse 36)/ 2 + 25;r 2 = 900 die 
Ordinate + 3 hat, welches ist dann die Abseile für diu Scheitel- 
gleiehung derselben? 

175. Die Seheitelgleichung einer Ellipse ist y % = 5-§# — ffa; 2 . 
Wie groß sind die Achsen derselben? 

176. Von einer Ellipse ist die kleinere Achse 2& = 12 und 
der Parameter p — 5 gegeben. Welches ist die Scheitelgleichung 
derselben ? 

177. Für die Scheitelgleichung einer Ellipse sind die Koordi- 
naten zweier Punkte x ir y i und x 2 , y 2 gegeben. Wie groß sind 
die Achsen derselben? 

Beispiel. «, = 2, #, = 1; x 2 ^G, y 2 = -1. 
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20 Die Ellipse. 

178. Welches ist die Polargleichung einer Ellipse, deren 
Achsen 2a und 26 sind, wenn der Mittelpunkt als Pol, die Haupt- 
achse als Achse angenommen wird? Wie groß ist die Summe der 
reciproken Quadrate zweier Radien vektoren, die auf einander lot- 
recht stehen? 

179. Welches ist die Polargleichung einer Ellipse mit den 
Achsen 2 a und 2 6, wenn die Hauptachse als Achse und einer 
der Brennpunkte als Pol angenommen wird? 

180. Durch einen Brennpunkt einer Ellipse ist eine Sehne 
gezogen. Wie groß ist das Rechteck, weiches sieh aus den Ab- 
schnitten derselben bilden läßt? 

181. Durch einen Brennpunkt einer Ellipse sind zwei Sehnen 
gezogen. Wie verhalten sich die Rechtecke, von denen jedes aus 
den Abschnitten einer Sehne gebildet wird? 

182. Wie groß ist das harmonische Mittel zwischen den Ab- 
schnitten einer Brennpunktsehne der Ellipse? 

183. Durch einen Brennpunkt einer Ellipse sind zwei Sehnen 
gezogen, welche lotrecht zu einander stehen. Wie groß ist die 
Summe der reciproken Werte derselben? 

184. Die große Achse einer Ellipse ist 2a = 20, die lineare 
Escentricität e = 6. Für welche Anomalie ist der Radiusvektor 
gleich dem Parameter der Ellipse? 

185. Gegeben ist die doppelte Escentricität der Erdbahn 
2e= 69 600 Meilen und die große Achse derselben 2a — 41280000 
Meilen. Um wieviel ist die Entfernung der Erde von der Sonne 
gewachsen, wenn sich dieselbe um den Winkel a ■= 120° vom 
Perihel fortbewegt hat? 

186. Es soll die numerische Excentricitiit der Erdbahn ge- 
funden werden, wenn die Entfernung der Erde von der Sonne bei 
der Anomalie <p = 110" 20659200 Meilen beträgt, und der halbe 
Parameter gleich 20639000 Meilen ist. 



Die Ellipse und die ' 

187. In welchen Punkten wird die Ellipse ($i/ + l)*a? = a'b 

der Geraden y =M% + n geschnitten? 

Beispiele, a) 25y* + 4 as* =100, y = 5;r-j-7; 

b) 36«/ 2 -|-25:k s <=900, 9g — 10* + 75 = 0; 

c) 7tf B + 9?/ 2 -1, y — 90 + 11. 
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Diu Ellipse und die Gerade. 21 

188. Welches ist die geometrische Bedeutung der Belation 

«»Jf+a*— »»^0? 

189. Die Achseu einer Ellipse fallen mit den Koordinaten- 
achsen zusammen. Welches ist die Gleichung der Ellipse in Linien- 
koordinaten ? 

190. Um den Punkt (e, 0) ist mit dem Radios 2a ein Kreis 
beschrieben und in demselben ein Büschel von Sehnen gezogen, 
dessen Mittelpunkt (— e, 0) ist. Errichtet man in den Halbierungs- 
punkten der Abschnitte jeder Sehne Lote, so werden diese von 
einer Kurve eingehüllt. Welches ist die Gleichung dieser Kurve 
in Linienkoordinaten? («> e.) 

191. Gegeben ist der Kreis x 2 -f y 2 = r a . Innerhalb desselben 
sind durch die Punkte (c, 0) und (— e, 0) parallele Sehnen ge- 
zogen und die Endpunkte derselben, welche auf derselben Seite 
des Kreisdurchmessers liegen, durch gerade Linien verbunden. 
Welche Kurve hüllt die letzteren geraden Linien ein? 

192. Gegeben ist das Krcisbttschel x 2 + j/ ä — 2 ~k x — f* = 0. 
Auf der Y-Achse sind die beiden Lote y = a und y = — - a errich- 
tet (a>f) und die Punkte, in denen ein Kreis des Büschels von 
diesen Loten geschnitten wird, kreuzweise verbunden. Welche Kurve 
umhüllt die letzteren Linien? Was wird aus dem Gebilde für « — f> 

193. In welchen Punkten schneidet die Ellipse 

49# a - 196 y + 2bx 2 + 150^ — 799 — 
die Koordinatenachsen? 

194. Gegeben ist die Ellipse 

V — 18y + 4aj s -16ft — 11=0 
uud die Gerade x — 2y — 2=0. In welchen Punkten wird die 
Ellipse von der Geraden gesclinitl.cn V 

195. Durch einen Brennpunkt der Ellipse 169# 2 + 25# a = 4225 
ist eine Sehne gelegt, welche zu beiden Achsen gleiche Neigung 
hat. In welchen Punkten schneide! dieselbe die Ellipse? 

196. Durch den links liegenden Brennpunkt der Ellipse 
100i/ 2 -f 9# ä = 900 ist eine Sehne von der Länge 7 zu ziehen. 
Welches ist die Gleichung dersdüKn'.' 

197. Von dem Koordiuatenanfangspunkte sind an die Ellipse 

25/— 200 i/ + 4ar*- 56^ + 496—0 
zwei Tangenten zu legen. Welches sind die Gleichungen derselben? 
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22 Die Ellipse. 

198. Jede der beiden Achsen der Ellipse 49/ + 25z 2 = 1225 
sei stetig geteilt, so daß die Teilpunkte auf den positiven Achsen- 
teilen liegen. Welches sind die Koordinaten der Punkte, in denen 
die Verbindungslinie dieser Teilpunkte die Ellipse schneidet? 

199. In die Ellipse a?y 2 -\- b 2 3? = a 2 b 2 ist ein Quadrat ein- 
besehrieben. Welches sind die Gleichungen der Seiten? Wie groß 
ist der Inhalt desselben? 

200. In die Ellipse a i y s + & s # 2 = n 2 i> a sind zwei gleichseitige 
Dreiecke beschrieben; a) die eine Spitze des einen Dreiecks befindet 
sich in dem links liegenden Scheitel auf der Hauptachse, b) die 
eine Spitze des andern dagegen im rechtsliegenden Brennpunkte. 
Welches sind die Koordinaten der übrigen Ecken? 

201. In die Ellipse 25y 2 + 9# ä = 225 ist ein gleichseitiges 
Sechseck eingezeichnet, so daß zwei Ecken desselben in den End- 
punkten der kleineren Achse liegen. Welches sind die Koordinaten 
der übrigen Eeken? 

202. Es soll der Ellipse a 2 y 2 + &V = a?b 2 ein Rechteck ein- 
beschrieben werden, dessen Inhalt gleich dem des Quadrates ist, 
welches dem Kreise x 2 -\-y 2 —ab einbeschrieben werden kann. 

203. Welches sind die Gleichungen der Seiten eines der Ellipse 
a 2 y 2 -\-h 2 x 2 =-a 2 h 2 eingeschriebenen Hecht ecks, dessen Inhalt ebenso 
groß ist als der des eingeschriebenen Quadrates? 

Tangente und Normale der Ellipse. 

204. An die Ellipse a a # B -f öV= a?b 2 ist im Punkte (x u y,) 
eine Tangente gelegt. Welches ist die Gleichung derselben? 

Beispiele, a) 20 f + 5a; 2 = 100, ^ = 2, y 1 = 2 i 

b) 9j/ 2 + 4a 2 = 36, «!——■§-, ft^O. 

205. Durch den rechts liegenden Brennpunkt der Ellipse 
25^+ 16x 2 = 1600 ist ein Brennstrahl unter einem Winkel von 
30° zur Achse gezogen. Welches ist die Gleichung der Tangente 
im Schnittpunkte? 

206. Im Punkte (x lt y t ) der Ellipse a?y 2j r i z x 2 = a 2 b s sei 
die Normale konstruiert. Welches ist die Gleichung derselben? 
Welche Stücke schneidet dieselbe auf den Koordinatenachsen ab? 

Beispiel. lby 2 +8x 2 = 120, a\ = 3, y 1 <0. 

207. Gegeben ist die Ellipse a 2 y 2 + b 2 x 2 = a 2 b*. Im Punkte 
(a;,, #j) derselben sind Tangente und Normale konstruiert. Wie 
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Tangente und Xfirma.li: iler Ellipse. 23 

lang ist die Taugente? Wie lang die Normale? Wie lang die 
Subtangente? Wie lang die Subnormale? 

Beispiel 26# 2 -f- 4jb* = 100; K, = 4, y x = $■. 

208. An die Ellipse «V + b 2 x 2 = a a & a ist eine Tangente 
gelegt. Welche Beziehung besteht zwischen dem Winkel tp lt den 
der Radiusvektor vom Mittelpunkte nach dem Berührungspunkte 
gezogen mit der X-Achse einschließt, und dem Winkel <p 2 , unter 
dem die Tangente gegen die X-Achse geneigt ist? 

209. Durch einen Punkt der Ellipse a 2 y 2 + I> a a: a = a?l> s ist 
die Tangente und die Normale gezogen. Wo liegt dieser Funkt, 
wenn die beiden Linien mit der Abscissenachse ein gleichschenk- 
liges Dreieck einschließen, dessen Grundlinie in der X-Achse liegt V 

210. Auf die Tangenten der Ellipse aV + &V = a?b* sind 
von dem Brennpunkte (e, 0) Lote gefällt. Welches ist die Gleich- 
ung der Kurve, auf der die Fußpunkte der Lote liegen? 

211. Durch den Mittelpunkt einer Ellipse ist ein Strahl ge- 
zogen, welcher dem von dem Brennpunkte (c, 0) nach dem Be- 
rührungspunkte einer Tangente gezogenen Radiusvektor parallel 
läuft. Welches ist der geometrische Ort des Punktes, in dem der 
Strahl die Tangente schneidet? 

212. Von einem Brennpunkte einer Ellipse ist ein Lot auf 
eine Tangente gefallt und über den Fußpnnkt hinaus um sich 
selbst verlängert, Es ist zu zeigen, daß der Endpunkt der Ver- 
längerung (Gegenpunkt des Brennpunktes), der Berührungspunkt 
und der andere Brennpunkt in einer Geraden liegen. 

213. In welcher Beziehung stehen die Winkel, welche die 
nach dem Berührungspunkte gezogenen Brennstrahlen mit der Tan- 
gente einschließen? 

214. Gegeben ist die Ellipse a a f/ 3 -f b 2 x 2 = a?b 2 . Welches 
ist der geometrische Ort des Gegenprmktes des Brennpunktes (c, 0) 
bezüglich der Tangenten der Ellipse? 

215. An die Ellipse a 2 # a + b 2 x s ~ a 2 b 2 und den Hauptkreis 
j/ 2 +o; 3 — a a sind Tangenten gelegt, down l-irjyiilmmgspunkte die- 
selbe Abscisse haben. In welcher Beziehung stehen die Subtan- 
genten? In welcher Beziehung die Subnormalen? 

216. Auf einer gegebenen Ellipse ist der Punkt P gegeben. 
Es soll in diesem Punkte eine Tangente an die Ellipse gelegt 
werden. Wie ist die Konstruktion auszuführen? 
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24 Die Ellipse. 

217. Wie läßt sich von einem beliebigen Punkte P eine Tan- 
gente an eine Ellipse legen? 

218. An die Ellipse 5y 2 + Bx 2 ^ 15 ist eine Tangente zu 
legen, welche der Geraden 3j/ — 4% + 1 = parallel läuft. Welches 
ist die Gleichung derselben? 

219. An die Ellipse 36»/ 2 + 2&x 2 =- 900 sind Tangenten ge- 
legt, welche die X-Achse unter einem Winkel von 30° schneiden. 
Welches sind die Koordinaten der Berührungspunkte? 

220. Von einem Punkte der verlängerten Hauptachse der 
Ellipse 9y 3 -J-# 3 = 9 ist eine Tangente von der Länge f = 5 an 
die Ellipse gelegt. Welches ist die Gleichung derselben? 

221. Bekannt sind die große Achse 2a = 18 und die lineare 
Excentricität e = 5 einer Ellipse. Die Loitstrahlen eines Punktes 
derselben im ersten Quadranten sehließen einen Winkel von 40° 
ein. Unter welchem Winkel ist die Tangente der Ellipse an diesem 
Punkte gegen die X-Achse geneigt? 

222. An die Ellipse a s y 2 -+- b 2 x 2 = a s b 2 sind Tangenten ge- 
legt, so daß die Subtangenten gleich den Abscissen der Berüh- 
rungspunkte sind. Welches sind die Koordinaten der Berührungs- 
punkte? 

223. Im Punkte («,, y L ) der Ellipse a*y*+V*«?= a'l 1 ist 
die Tangente und die Normale konstruiert und vom Mittelpunkte 
ein Lot auf die Tangente gefällt. Wie groß ist das Bechteck, 
welches das Lot und die Normale zu Seiten hat? 

224. Von den Brennpunkten einer Ellipse sind Lote auf eine 
beliebige Tangente derselben gefällt. Wie groß ist das Bechteck 
aus diesen beiden Loten? 

225. Es ist zu zeigen, daß Tangente und Normale einer 
Ellipse mit den nach dem Berührungspunkte gezogenen Brenn- 
strahlen ein harmonisches Strahle nbtischel bilden. 

226. In welchem Verhältnis wird die Abscisse eines Punktes 
der Ellipse a 2 y 2 -\- b 2 x 2 — a 2 b 2 durch die in demselben konstruierte 
Normale geteilt? 

227. In welchem Verhältnis stehen die Abschnitte einer Nor- 
male der Ellipse «V + & 2 # B = a a Zi a , welche von dem Kurvenpunkte 
bis zu den Schnittpunkten mit den Achsen gerechnet werden? 

228. In dem Pankte fe, y,) der Ellipse «V + b*a?=a*}? 
sind Tangente und Normale konstruiert. Wie groß ist das Rechteck 
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Tangente und Normale der Ellipse. 25 

ans den Achsen ab schnitten, welche a) durch die Tangente, ß) durch 
die Normale abgegrenzt werden? 

229. An die Ellipse «V+ öV= o 2 ö s ist im Punkte (»„«/,) 
eine Tangente gelegt und bis zum Schnitt mit den beidun Scheitel- 
tangenten verlängert. Über dem Abschnitt derselben als Durch- 
messer ist ein Kreis konstruiert. Welches ist die Gleichung des 
Kreises? In welchen Punkten wird die X-Achse von demselben 
geschnitten? 

230. Im Punkte P (%, #,) ist an die Ellipse »V + &V = a?b* 
eine Tangente gelegt, welche die Verlängerung der kleineren Achse 
in Q schneidet. Es werde ein Kreis beschrieben , der durch P 
und Q geht und dessen Mittelpunkt in der kleinereu Achse liegt. 
In welchen Punkten schneidet dieser Kreis die Hauptachse der 
Ellipse? 

231. An die Ellipse aV+ &V= a a b a sind in den Punkten 
(x t , i/i) und (%z, ?/ a ) Tangenten gelegt. Wie groß ist der Winkel, 
den beide mit einander einschließen? Welches ist die Gleichung 
der Geraden, die den Schnittpunkt der Tangenten mit dem Mittel- 
punkte verbindet? 

Beispiel. V + 4a; 2 =36; ^ = 1, Sl >0; ^ = 2, ft<0. 

232. An die Ellipse «V 2 + 6 2 # 2 = a?b 2 sind zwei Tangenten 
gelegt, welche sich rechtwinklig durchschneiden. In welcher Be- 
ziehung stehen die Eechtecke, von denen das eine aus den Abscisnen, 
das andere aus den Ordinaton der Berührungspunkte gebildet ist? 

233. An der Ellipse a a # ä + b 2 x 2 = a 2 b s gleiten zwei Tan- 
genten fort, die rechtwinklig zu einander geneigt sind. Welches 
ist der geometrische Ort des Scheitels des rechten Winkels? 

234. Gegeben ist die Ellipse a?y 2 + b 2 x s = a ä 6 2 und der Kreis 
y 2 -\- a?— ab. a) Welches sind die Gleichungen der gemeinsebaft- 
liehen Tangenten beider Kurven? ß) Unter welchem Winkel schnei- 
den sich Kreis und Ellipse? 

235. Es ist eine Parabel konstruiert, welche mit der Ellipse 
4y a + # a — ia 2 den rechte liegenden Brennpunkt gemein hat und 
deren Scheitel im Koordinatenanfangspunkte liegt, c) Welches sind 
die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kur- 
ven? ß) Unter welchem Winkel wird die EDipse von der Parabel 
geschnitten? 
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236. An die Ellipse a*y s + i/x 2 ^ «?b 2 sind von dem Punkte 
(x lt y t ) zwei Tangenten zu legen. Welches sind die Gleichungen 
derselben? Welche Winkel schließen die Tangenten ein? 

Beispiel, iy 3 + x* = 25; 0^ = 8, y x -= 3. 

237. Gegeben ist die Ellipse 16^ + 9^=144. Von einem 
Punkte im positiven Quadranten, dessen Ordinatenquadrat dreimal 
so groß ist als das Quadrat der zugehörigen Abscisse, sind zwei 
Tangenten an die Ellipse zu legen, welche sieh rechtwinklig durch- 
schneiden. Welches sind die Gleichungen der Tangenten? 

Pol und Polare. 

238. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse a 2 y 2 + b 2 x 2 =w 2 fc a . 
Welches ist die Gleichung der Polare des Punktes (x u # t ) bezüg- 
lich der Ellipse? 

Beispiele, a) 9y 2 + ix 2 = 36; a^ — 5, ja, = 7; 

b) 64y*+8Car*— 3304; », = 6, Ä=-|y7; 

c) 11/+ Zx*=l\ x ± — \, Vi=t- 

239. Die Brennpunkte der Ellipse a 2 y 2 -\- b 2 x s — a 2 b 2 mögen 
als Pole betrachtet werden. Welches sind die Gleichungen der 
zugehörigen Polaren? 

240. Auf der Direktrix x = — liegt der Punkt P. Von dem- 
selben ist eine Gerade nach dem zugehörigen Brennpunkte (c, 0) 
gezogen. Unter welchem Winkel schneidet diese Gerade die Po- 
lare des Punktes P? 

241. Von dem Punkte (*,, y L ) der Ellipse »¥ + b*o?— a 2 b 2 
ist ein Strahl nach dem Brennpunkte (e, 0) gezogen und ein Lot 
auf die zugehörige Direktrix gefällt. Wie verhalten sich die bei- 
den Strecken zu einander? 

242. Es ist der geometrische Ort eines Punktes zu finden, 
dessen Entfernung von dem Punkte (k, 0) sieh zu der von der 
Y-Achse wie m zu w verhält. (m»<m). 

243. Gegeben ist die Ellipse «V+ &V= a?b 2 . Von dem 

Fußpunkte der Direktrix x = — ist eine Tangente an die Ellipse 

gelegt, und von einem Punkte dieser Geraden ein Lot auf die 
Hauptachse gefällt, endlich ist der Punkt, in dem dieses Lot die 
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Ellipse schneidet, mit dem Brennpunkte (e, 0) verbunden. Wie 
verhält sich diese Verbindungslinie zu dem Lote? 

244. Von dem Punkte (x x , y s ) soll eine Gerade gezogen wer- 
den, welche die Polare diesos Punktes bezüglich der Ellipse a d iß + b 2 x 2 
=- a a fc a halbiert. 

245. Gegeben ist die Ellipse a 2 y 2 -\- ö a # 3 = a 2 6 ä und der Punkt 
(#ii Vi)- Die Polare des Punktos bezüglich der Ellipse soll durch 
Konstruktion gefunden werden. 

246. Die Gerade Lx + M y + N = möge als Polare be- 
züglich der Ellipse a 2 y 2 + b 2 x s ^ aH 2 betrachtet werden. Welches 
sind die Koordinaten des zugehörigen Poles? 

Beispiele, a) Wy s + a? = 16, x + Gy — 3 =0. 
b) 20# 2 + 75a; B =1500, 21z + 25»/- 525 — 0. 

247. Gegeben ist eine Ellipse und eine Brennpunktsehne der- 
selben. Wie läßt sich der Pol durch Konstruktion finden, wenn 
die Brennpunkts ebne als Polare betrachtet wird? 

248. An eine Ellipse ist im Punkte P derselben eine Tan- 
gente zu legen. Bekannt ist die Lage eines Brennpunktes F der- 
selben und der zugehörigen Direktrix d. 

249. Der Punkt P (#j, y^) ist mit dem Brennpunkte (e, 0) 
der Ellipse a 2 y 2 -\- & s o; s = a 2 b 2 verbunden und in diesem Brenn- 
punkte auf der Verbindungslinie ein Lot errichtet. Es ist zu zeigen, 
daß das Lot, die Polaro des Punktes P und die dem Brennpunkte 
(e, 0) zugehörige Direktrix sich in einem Punkte schneiden. 

250. Der Punkt P (x l , y t ) ist mit dem Mittelpunkte der 
Ellipse a?y 2j r 6 a # 3 = a 2 b 2 verbunden, und die Verbindungslinie 

schneidet die Direktrix X = — im Punkte K. Unter welchem Win- 
kel schneidet die Gerade, welche von K nach F (e, 0) geht, die 
Polare des Punktes P? 

251. Die Tangenten des Hauptkreises der Ellipse a 2 y 2 -f b 2 x 2 
= $b 2 mögen als Polaren der Ellipse betrachtet werden. Auf 
welcher Linie liegen die zugehörigen Pole? 

252. Über der kleineren Achse der Ellipse a 2 y 2 \ tfx i = aftf 
als Durchmesser ist ein Kreis beschrieben. Eine Polare der Ellipse 
möge als Tangente an diesem Kreise fortgleiten. Auf welcher 
Linie bewegt sich der Pol? 
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2% Die Ellipse. 

253. Die Tangenten des Kreises # a -f y* = a? -f- >S* mögen als 
Polaren der Ellipse a 2 y 2 -\- b ä a; ä = « a 6 a betrachtet werden. Es ist 
die Gleichung der Kurve zu bestimmen, auf der die zugehörigen 
Pole liegen. 

254. Der Pol P möge 

a) auf dem Kreise x 3 + y 3 = a a , 
(5) auf dem Kreise x 2 -J- # a = ö a , 
j>) auf dem Kreise X 2 -f y 2 = a 2 + & a 
fortrücken. Welches ist in jedem einzelnen Falle die Gleichung 
der Enveloppe der Polaren bezüglich der Ellipse aV* + bV = a a b a ? 

255. Über der großen Achse 2 a ist ein System von Ellipsen 
konstruiert, welches der Gleichung a?y 2 + 6 a it; a = a^ö a entspricht 
(die variabele Konstante ist b). Auf welcher Linie liegen die Pole, 
wenn die Gerade Lx + My +N= als Polare bezüglich der 
Ellipsen des Systems betrachtet wird? 

256. Gegeben ist ein System konfokaler Ellipsen, welches der 
Gleichung a 2 y 3 + (a a — e a )# a = a a (ra 2 — e 2 ) entspricht. (Die variabele 
Konstante ist «.) Welches ist der geometrische Ort des Poles, wenn 
die Gerade Lx + My +W= als Polare bezüglich der Ellipsen 
des Systems gilt? 

257. Über der Achse 2« ist ein System von Ellipsen kon- 
struiert. Welche Lage haben die Polaren des Punktes P (x t , j/j) 
bezüglich der Ellipsen des Systems? 

Durchmesser der Ellipse. 

258. Welches ist die Gleichung der Polare des unendlich 
fernen Punktes P bezüglich der Ellipse a 2 y 2 + 1?%*= « 2 & a ? 

259. In welchem Verhältnis wird jede nach dem unendlich 
fernen Punkte P gerichtete Sehne durch die zugehörige Polare 
(Durchmesser) geteilt? 

260. Welcher Gleichung entspricht die Sehnenschar der Ellipse 
a*y 2 + & ä £ a = « s ö 2 , von denen jede von dem Durchmesser y = Ass 
halbiert wird? 

261. Die Gleichung eines Durchmessers der Ellipse a 2 y 2 + h 2 x 2 
= a a & Ä ist y = Mx. Welches ist die Gleichung des konjugierten 
Durchmessers? 

262. In der Ellipse 13# a + lli/ a = 143 entspricht ein Durch- 
messer derGleichung?/ -=-!#. Es soll durch den Punkt ^ = 1,^ = 2 
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Durchmesser der Ellipse. 29 

eine Sehne gezogen werden, welche von dem gegebenen Durch- 
messer halbiert wird. 

263. In der Fläche der Ellipse 36^ + 9** = 324 ist der 
Punkt Xj = i, «/ 1 = i 2 gegeben. Es soll die Gleichung der Sehne 
bestimmt werden, die in diesem Punkte halbiert wird. 

264. Gegeben ist die Ellipse 15/ + 4^ — 60. Durch den 
Punkt x 1 = l, yt—-j ist ein Durchmesser gezogen. Welches ist 
die Gleichung des konjugierten Durchmessers? In welchen Punkten 
schneiden die Durchmesser die Ellipse? 

265. In einer Ellipse ist ein Durchmesser gezogen. Der kon- 
jugierte Durchmesser ist durch Konstruktion zu finden. 

266. Von einer gegebenen Ellipse ist die Lage des Mittel- 
punktes durch Konstruktion zu bestimmen. 

267. Der Punkt P auf der Peripherie einer Ellipse ist mit 
den Endpunkten eines Durchmessers derselben verbunden. Es ist 
zu zeigen, daß durch diese Sehnen die Eichtungen zweier konju- 
gierten Durchmesser bestimmt sind. 

268. In einer Ellipse sind zwei konjugierte Durchmesser zu 
ziehen, welche einen gegebenen Winkel mit einander einschließen. 

269. Ein Durchmesser der Ellipse fflV+ bV-= a 2 b s fällt 
mit der Geraden y = Mx zusammen. In den Endpunkten dieses 
Durchmossers sind Tangenten an die Ellipse gelegt. Welche Win- 
kel schließen dieselben mit dem konjugierten Durchmesser ein? 

270. An eine Ellipse ist in einem gegebenen Punkte P der- 
selben eine Tangente zu legen. 

271. An eine Ellipse sind Tangenten in gegebener Richtung 
zu legen. 

272. Gegeben sind vier Durchmesser y=M 1 x, y=M 2 x, 
y=M ä x, y = M A x der EllipBe a 2 y 2 + b 2 x 2 = a 2 a . Es ist zu zei- 
gen, daß das Doppelverhältnis derselben gleich dem der konju 
gierten Durchmesser ist. 

273. Wie läßt sich nachweisen, daß die konjugierten Durch- 
messer der Ellipse a 2 y 2j r b 2 x s = a l b 2 ein involutorisches Strahlen- 
büschel bilden? 

274. Von der Ellipse «V+ Vx a = a 2 b* sind zwei Paare 

konjugierter Durchmesser gegeben 

b 2 b 2 

y-M^^O, y + -^- x = 0; y-M t x = 0, y + -^^- x = 0. 
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30 Di e Ellipse. 

Es sollen die Gleichungen der Doppelstrahien des involutori sehen 
Strahl enhü seh eis bestimmt werden. 

275. In der Ellipse a 2 y a + &*** = a a Ö* seien die Endpunkte 
je zweier konjugierten Durchmesser mit einander verbunden. Welches 
ist die Gleichung der Kurve, die von allen diesen Ellipsensehnen 
berührt wird? 

276. Gegeben ist die Ellipse a 2 y 2 + & ä # 3 = a a 5 2 and der 
Durchmesser y = Mx. Welche Länge hat dieser Durchmesser? 
Welche Länge besitzt der konjugierte Durehmesser? 

Beispiel. ±9y i + 9* 8 ~441, y=^X. 

277. Gegeben ist die Ellipse a 2 y 2 + b 2 a? = a 2 b 2 und auf der- 
selben der Punkt (x lr y t ). Welchen Winkel schließt der durch 
diesen Punkt gehende Durchmesser mit dem konjugierten ein? Wie 
lang ist der konjugierte Durchmesser? Was wird ans der Ellipse, wenn 
je zwei konjugierte Durchmesser einen rechten Winkel einschließen? 

Beispiel. 25g*+4x s =100; fl^ — 4, ft=f. 

278. Nach dem Punkte P (%,., y^) einer Ellipse sind die 
beiden Brennstrahlen gezogen, außerdem aber der Durchmesser 
konstruiert, welcher dem durch P gehenden konjugiert ist. In 
welcher Beziehung steht das Rechteck aus den Brennstrahlen au 
dem Quadrate über dem halben konjugierten Durchmesser? 

279. In der Ellipse «V + &V = » 2 & 3 , wo o B — 86" ist, 
schließen zwei konjugierte Durchmesser einen Winkel von 120° 
ein. Unter welchen Winkeln sind dieselben gegen die Hauptachse 



280. Die beiden Achsen einer EDipse sind 2 a und 2ö, zwei 
konjugierte Durchmesser derselben .2% und 2 6,, der von den bei- 
den letzteren eingeschlossene Winkel rp. Welche Beziehungen lassen 
sieh zwischen diesen Größen aufstellen? 

281. Gegeben sind zwei konjugierte Durchmesser einer Ellipse 
2a, = 14, 2o, = 10 und der von diesen eingeschlossene Winkel 
9 = 110°. Wie groß sind die Hauptachsen der Ellipse? 

282. Die Gleichung einer Ellipse ist a 2 f + b !! x s = a s b 2 . Welche 
konjugierten Durchmesser derselben sind untereinander gleich? 
Welchen Winkel <p schließen beide ein? Unter welchen Winkeln 
sind dieselben gegen die Hauptachse { 

Beispiel. 64^ 2 + 25k 3 — 1600. 
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283. In der Ellipse a*p* + o 2 a- a — a?b 2 sind die Endpunkte 
der beiden konjugierten Durchmesser 2 % und 2 J? t verbunden. Wie 
groß ist der Inhalt des eingeschriebenen Parallelogramms? 

284. In den Endpunkten der beiden konjugierten Durch- 
messer 2% und 2&j der Ellipse a a «/ 8 + b a # s = a a & a sind Tangen- 
ten an die Kurve gelegt, a) Welches ist der Inhalt des um- 
schriebenen Parallelogramms? ß) Es ist nachzuweisen, daß auch 
die Diagonalen dieses Parallelogramms konjugierte Durchmesser 
der Ellipse sind. 

285. Gegeben sind zwei konjugierte Durchmesser einer Ellipse 
2 «j und 2 b v Es soll die Gleichung der Kurve für diese beiden 
Durchmesser als Koordinatenachsen bestimmt werden. (% sei gegen 
die Hauptachse unter dem Winkel a, \ unter dem Winkel a t 
gegen dieselbe geneigt.) 

286. Die beiden konjugierten Durehmesser einer Ellipse 2 w, 
und 2b ± werden als Koordinatenachsen betrachtet. Welche Bedin- 
gungsgleiehung muß erfüllt sein , wenn die Ellipse von der Geraden 

[-.£. — 1 = berührt werden soll? 

V Z 

287. Die Gleichung der Ellipse auf zwei konjugierte Durch- 
messer 2 % und 2&-L als Koi'ii'ftitintcnsicHsim bezogen ist a*y % + li^.'- 2 

s ist die Gleichung der Tangente im Punkte (x v y-,) 



288. Welches sind die Koordinaten des Poles, wenn die Ge- 
rade 1- — 1 =0 als Polaro bezüglich der E'ilbise «.^-f-fc, 2 « 2 

PI 
= tj l a 6 I 2 betrachtet wird? 

289. Die Verlängerungen der beiden konjugierten Durch- 
messer 2% und 26, werden von einer Tangente, deren Berüh- 
rungspunkt P ist, in den Punkten H und S geschnitten. Wie groß 
ist das Rechteck aus den beiden Abschnitten der Tangente JPJß 
und PS? 

290. In den Endpunkten eines Durchmessers E und JT-, sind 
Tangenten an eine Ellipse gelegt Eine dritte Tangente, deren 
Berührungspunkt P ist, schneidet die erste im Punkte B, die zweite 
im Punkte S. Wie groß ist das Rechteck, welches sich aus den 
Abschnitten der dritten Tangente PB und PS bilden läßt? 
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32 Die Ellipse. 

291. In den Endpunkten K und K x des Durchmessers 2a t sind 
Tangenten an eine Ellipse gelegt. Eine dritte Tangente berührt 
die Kurve im Punkte P und schneidet die erste Tangente in 71, 
die zweite in 8. Wie groß ist das Beehteck ans den Abschnitten 
der beiden parallelen Tangenten ER und K x S? 

292. Durch einen Brennpunkt einer Ellipse sind zwei Sehnen 
gezogen, welche zwei beliebigen konjugierten Durchmessern der 
Kurve parallel laufen. Wie groß ist die Summe dieser beiden 



Die Ellipse als geometrischer Ort. 

293. In dem Kreise x 2 + y 2 = r 2 ist jede Ordinate im Ver- 
hältnis m zu ii geteilt. Auf welcher Kurve liegen die Teilpunkte';' 

Beispiel. # 2 +*/ 2 = 36; m = l, « = 1. 

294. Von den Punkten des Kreises (& — a) 2 ~\- y 2 = r 2 sind 
Lote auf die Y- Achse gefüllt und jedes derselben halbiert. Welches 
ist der geometrische Ort des Ealbierungspnnkips? 

295. Gegeben ist die Ellipse a 2 y 2 + f> s ic 2 = fl*6 s . Durch den 
obern Endpunkt der kleineren Achse P sind Sehnen gezogen und 
jede derselben halbiert. Welches ist der geometrische Ort des 
Halb i orung spunkte s ? 

296. Auf welcher Kurve liegen die Spitzen aller Dreiecke, 
welche den Umfang u haben und über der Grundlinie c kon- 
struiert sind? 

297. "Über der konstanten Grundlinie c sind Dreiecke kon- 
struiert, so daß it 2 + 5A C 2 = c 2 ist (t c ist die Seh werp unkt Irans- 
versale, welche durch den Halbierungspunkt von c geht, A c die 
Höbe auf c). Welches ist die Gleichung der Kurve, auf welcher 
die Spitzen der Dreiecke liegen? 

298. Über der konstanten Grundlinie c sind Dreiecke kon- 
struiert, in denen das Produkt der Tangenten der Winkel an der 
Grundlinie gleich der positiven Konstanten Je ist. Auf welcher Linie 
befinden sich die der gemeinschaftlichen Grundlinio gegenüberlie- 
genden Spitzen? 

299. Eine gerade Linie bewegt sich so, daß zwei Punkte der- 
selben A und B auf den Schenkeln eines rechten Winkels fort- 
rücken. Welche Linie beschreibt ein Punkt P der Geraden? Die 
Strecke AP werde = b, ferner PB >= « gesetzt. 
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300. Die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks haben eine 
konstante Lunge. Die Grundlinie fällt mit der X-Achse, der eine 
Endpunkt derselben mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen. 
Welche Linie beschreibt der Punkt P des zweiten Schenkels, wenn 
sein Endpunkt längs der X-Achse fortgleitet? 

301. Von einem Dreieck sind die Längen zweier Seiten a 
und b konstant, der Schnittpunkt derselben liegt im Koordinaten- 
anfangspunkte und der veränderliche eingeschlossene Winkel wird 
durch die X-Achse halbiert. Welches ist der geometrische Ort 
des Halbierungspunktes der dritten Seite? 

302. Von einem Dreieck ist die Grundlinie c, sowie die Summe 
der beiden andern Seiten a + b konstant. Welches ist der geo- 
metrische Ort des Mittelpunktes des eingeschriebenen Kreises? 

303. Die Seite e des Dreiecks ABC fällt mit der X-Achse, 
der Eckpunkt A mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen, 
die der Seite c gegenüberliegende Spitze C bewegt sich auf der 
Ellipse afyf + b^x^ — a t 2 & l s fort. Welche Linie beschreibt in 
diesem Falle der Schwerpunkt des Dreiecks? 

304. Über der großen Achse der Ellipse y^ — -j(2aajj — tcf) 

als Grundlinie ist ein Dreieck konstruiert, dessen Spitze auf der 
Ellipse fortgleitet. Welches ist der geometrische Ort des Höhen- 
panktes 9 

305. Über dem Abstände der Brennpunkte der Ellipse a?y 2 -\- b*x s 
= a 2 £> s ist ein Dreieck konstruiert, dessen andere Seiten zwei kon- 
jugierten Durehmessern parallel laufen. Welches ist der geome- 
trische Ort der Spitze? 

306. Gegeben ist die Ellipse aV + 6V= a*&* und der zu- 
gehörige Hauptkreis y 3 + 3; ä =a a . Zu der Abscisse x, gehört der 
Punkt A der Ellipse und der Punkt B des Kreises. Verbindet 
man A mit dem Brennpunkte (e, 0), B mit dem Mittelpunkte des 
Kreises, so schneiden sich beide Linien im Punkte P. Welches 
ist der geometrische Ort des Punktes P? 

307. In den beiden konzentrischen Kreisen 

y* + x i = r* und y* + as* = r 2 s 
sind zwei zusammenfallende Radien gebogen. Von dem Endpunkte 
des größeren r t ist ein Lot auf die X-Achse gefällt und durch 
den Endpunkt von r t eine Parallele zur X-Achse gezogen, welche 
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das Lot im Punkte K schneidet. Welche Linie beschreibt der 
Punkt K, wenn beide Eadien um den Mittelpunkt mit derselben 
Winkelgeschwindigkeit gedreht werden? 

308. Gegeben ist der Kreis x 2 + iß — r ä . Von dem Punkte 
(0, r) des Kreises ist ein Strahl gezogen, welcher die Peripherie 
des Kreises außerdem in M and die X-Achse in JV sehneidet. 
Es ist ferner der Punkt N mit dem festen Punkte (0, ö) verbun- 
den, und diese Verbindungslinie schneidet die Ordinate des Punk- 
tes M in K. Auf welcher Linie bewegt sich der Punkt K fort, 
wenn der Punkt N längs der X-Achse fortgeschoben wird? 

309. Gegeben ist der Kreis iß + x 2 ■= r 2 . Q ist der obere 
Endpunkt des vertikalen Durehmessers, JV ein zweiter fester Punkt 
auf demselben, S ein behebiger Punkt der Peripherie. Zieht man 
von Q einen Strahl nach dem Fußpunkte F der Ordinate des Punk- 
tes S, durch N eine Parallele zu diesem Strahle, welche die X-Achse 
in H schneidet, so wird das Lot in H auf der X-Achse errichtet 
die durch 8 zur X-Achse gezogene Parallele in P schneiden. 
Welches ist der geometrische Ort des Punktes P? 

310. Gegeben ist der Kreis ß=2r$ — x 2 . Der mit der 
X-Achse zusammenfallende Durchmesser ist AB. Durch A ist eine 
bewegliehe Sehne gezogen, welche den Kreis in C schneidet. Die 
Ordinate dieses Punktes werde verdoppelt und der Endpunkt der 
Verlängerung mit B verbunden. Diese letztere Verbindungslinie 
möge die Verlängerung von AC im Punkte P schneiden. Welches 
ist der geometrische Ort des Punktes JP? 

311. Die Gleichung eines gegebenen Kreises ist y 1 — 2rx — x 3 . 
Durch den Koordinatenanfangspunkt ist die Sehne OC gezogen, 
von C ein Lot auf die X-Achse gefällt und durch den Fußpunkt I) 
desselben eine Parallele zu OC gelegt, welche eine Parallele zur 
X-Achse, die durch geht, im Punkte P schneidet. Auf welcher 
Linie bewegt sich der Punkt P fort, wenn die Sehne OC um 
gedreht wird? 

312. Ein gegebener Kreis entspricht der Gleichung j/ a -f x 8 
= 25. In diesem Kreise iegt der Punkt P (0, 3). Auf welcher 
Linie befinden sich die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch 
den Punkt P gehen und den gegebenen Kreis von innen berühren? 

313. Zwei Kreise sind gegeben, welche den Gleichungen 

<*■* + J/ 2 = r 2 und x 2 + i/ a — rx = 
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entsprechen. Der zweite berührt den ersten von innen. Welches 
ist die Gleichung der Kurve, auf der die Mittelpunkte aller Kreise 
liegen, welche die gegebenen Kroise berühren? 

314. Von den beiden Kreisen y 2 -{- # a = 16 und y 2 + X 2 — 2x 
= liegt der zweite vollständig in dem orsten. Welches ist der 
geometrische Ort des Mittelpunktes eines Kreises, der den kleineren 
von außen, den größeren von innen berührt? 

315. Gegeben sind die beiden Kreise y 2 + £ 3 ■= 16 and y 2 + x a 
— 2# — 0. Es ist ein Kreis konstruiert, der den zweiten Kreis 
einschließend berührt und von dem ersten einschließend berührt 
wird. Welches ist der geometrische Ort des Mittelpunktes? 

316. In einem Kreise, der mit dem Radius 2a um den Ko- 
ordinatenanfangspunkt beschrieben ist, rollt auf der Peripherie des- 
selben ein anderer fort, dessen Kadius a ist. Welche Kurve be- 
sehreibt der Halbierungspunkt P eines bestimmten Eadius des be- 
wegten Kreises? 

317. Die Tangenten der Parabel y 2 = 2r% mögen als Polaren 
bezüglich des Kreises x 2 -\- y 2 — 2rx — r 2 -° betrachtet werden. 
Auf welcher Linie liegen die zugehörigen Pole? 

Konstruktionsaufgaben. 

318. Von einer Ellipse sind die beiden Brennpunkte F und 
F t und ein Punkt des Umfanges P gegeben. Die Längen der 
Achsen sind durch Konstruktion zu finden. 

319. Gegeben sind die beiden Brennpunkte F und F t einer 
Ellipse, sowie eine Tangente derselben t. Durch Konstruktion 
sind die Achsen und der Berührungspunkt der Tangente zu be- 
stimmen. 

320. Die Richtung der Hauptachse, ein Brennpunkt F, eine 
Tangente (, sowie deren Berührungspunkt P sind gegeben. Die 
Lage des zweiten Brennpunktes und die Größe der Achsen sind 
zu finden. 

321. Die Länge der Hauptachse 2a, sowie die Lage eines 
Brennpunktes F und einer Tangoiite t mit deren Berührungspunkte 
P sind bekannt. Die Lage des zweiten Brennpunktes, sowie die 
Länge und Lage der Nebenachse sind zu -bestimmen. 

322. Man kennt die Lagen zweier Tangenten ( und t t mit den 
Berührungspunkten P und P l , sowie die Lage des einen Brenn- 
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punktes F. Wo Hegt der zweite Brennpunkt? Welche Längen haben 
die Achsen? 

323. Von einer Ellipse ist ein Brennpunkt F gegeben, sowie 
ein Durchmesser d der Länge und Lage nach. Zu bestimmen ist 
der andere Brennpunkt, der konjugierte Durchmesser, die Haupt- 
achse und die Nebenachse. 

324. Gegeben sind drei Tangenten t 1 , t>, ( 8 und ein Brenn- 
punkt F einer Ellipse. Man soll durch Konstruktion den zweiten 
Brennpunkt und die Achsen finden. 

325. Wenn ein Brennpunkt F, die Richtung der Hauptachse 
und die Lagen zweier Tangenten ( ( und ^ gegeben sind, wie findet 
man den zweiten Brennpunkt? 

326. Gegeben sind der Punkt als Mittelpunkt, der eine 
Brennpunkt F und die Gerade MN als Tangente einer Ellipse. 
Es sollen die beiden Punkte der Ellipse gefunden werden, in denen 
sie von den beiden von einem Punkte P ausgehenden Tangenten 
berührt wird. 

327. Von einer gegebenen Ellipse sind durch Konstruktion 
die Brennpunkte, die Achsen und die Tangenten zu finden, welche 
sich in einem gegebenen Punkte P schneiden. 

328. Gegeben ist die Richtung der Hauptachse, der Mittel- 
punkt und eine Tangente t mit ihrem Berührungspunkte P. 
Es sollen die Brennpunkte und die zugehörigen Direktrixen ge- 
funden werden. 

329. Von einer Ellipse ist die Lage und Größe der Haupt- 
achse 2a bekannt, ebenso die Richtung einer Tangente t. Wie findet 
man die Lage der Brennpunkte und der Direktrixen? 

330. Bekannt sind die Lage und Größe der größeren Achse 2 a, 
sowie die Lage eines Punktes P der Ellipse. Man soll die Länge 
der kleineren Achse, sowie die Lage der Brennpunkte bestimmen. 

331. Gegeben sind die Richtung der größeren Achse, die 
Lage des Mittelpunktes und zweier Punkte der Kurve Pj und 
P a . Wie findet man die Längen der Achsen und die Lage der 
Brennpunkte? 

332. Wie findet man die Lungen der Achsen und die Lage 
der Brennpunkte, wenn die Richtung der Hauptachse und zwei 
Tangenten (, und f a mit ihren Berührungspunkten P 1 und P, ge- 
geben sinn 1 ? 
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333. Die Lage und Länge der kleineren Achse 2ö und die Lage 
eines Punktes P der Ellipse sind bekannt. Man soll die größere 
Achse und die Lage der Brennpunkte finden. 

334. Gegeben sind die Lage und Lange der größeren Achse 2a 
und eine Tangente (. Es soll die Lage und Länge der kleineren 
Achse durch Konstruktion gefunden werden. 

335. Wie findet man die Richtungen der Achsen einer Ellipse, 
wenn zwei konjugierte Durchmesser derselben AA 1 = 2% und 
BB l = 2b i _ der Lage und Größe nach gegeben sind? 

336. Die Richtung der Hauptachse, ein Punkt P, die zuge- 
hörige Polare %> und eine Direktrix d einer Ellipse sind gegeben. 
Es soll der Brennpunkt gefunden werden, welcher der Direktrix d 



Flächeninhalt der Ellipse. 

337. Von einer Ellipse, deren Gleichung o a s/ ä + &a? = a?b 2 
ist, soll der Inhalt bestimmt werden. 

Beispiel. 9# 3 + 4a; a = 36. 

338. Die größere Achse einer Ellipse ist 2« = 10, die lineare 
Excentricitüt derselben e — 3,5. Welches ist der Inhalt derselben? 

339. Die Seite des einer Ellipse eingeschriebenen Rhombus 
ist S, die Entfernung eines Brennpunktes vom Mittelpunkte ist 
die mittlere geometrische Proportionale zwischen den Halbachsen. 
Welches ist der Inhalt deT Ellipse? 

340. Gegeben sind zwei Punkte (x lt j/j) und (# 2 , j/ 2 ) der 
Ellipse «*#*-{- b s x 2 = a a fi a . Die Ordinaten der Punkte sind ver- 
längert bis zum Durchschnitt mit dem Hauptkreise. In welchem 
Verhältnis steht das Segment des Hauptkreises zu dem der Ellipse? 

341. Gegeben sind zwei Punkte (a^, y t ) und (x 2 , y 2 ) der 
Ellipse © y + 6 2 ;r s = a a & s und die entsprechenden Punkte des Haupt- 
kreises sind durch Verlängerung der Ordinaten bestimmt. Verbindet 
man die Punkte der Ellipse und die entsprechenden Punkte des 
Kreises mit dem Mittelpunkte, so erhält man zwei entsprechende 
Sektoren. In welchem Verhältnis stehen diese entsprechenden Sek- 
toren? 

342. Durch den Mittelpunkt der Ellipse 25# a + 9a; a = 225 
ist ein Strahl gelegt, welcher unter einem Winkel von 60° gegen 
die Hauptachse geneigt ist. Welchen Inhalt hat der Sektor welcher 
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von der Hauptachse, dem Strahle und dem dazwischen liegenden 
Bogen begrenzt wird? 

343. In der Ellipse lli/ ä -f-5# a = 55 sind durch den Mittel- 
punkt zwei Strahlen gezogen, welche gegen die Hauptachse unter den 
Winkeln 30° und 45° geneigt sind. Welchen Inhalt hat der von 
denselben eingeschlossene Sektor? 

344. Von einer Ellipse sind die Halbachsen a = 7, b = 3, 
Wie groß sind die Segmente der Ellipse, in welche dieselbe von 
einem Parameter zerlegt wird? 

345. In der Ellipse 25y a + 16a 2 = 1600_ist lotrecht zu der 
größeren Achse eine Sehne von der Lange 2 j/l5 gezogen. Welchen 
Inhalt haben die beiden Teile, in weiche die Ellipse durch die 
Sehne zerlegt wird? 

346. Die Hauptachse der Ellipse »*y* + o B # a = a a ö 2 wird 
durch eine zu derselben lotrechte Sehne im Verhältnis 1 zu 3 ge- 
teilt. In welchem Verhältnis stehen die dadurch entstandenen Seg- 
mente der Ellipse zu einander? 

347. Gegeben ist die Ellipse 26# ä + 9a; s «- 225. Über dem 
Abstände der beiden Brennpunkte derselben als Durchmesser ist ein 
Kreis konstruiert. In welche Teile wird die Ellipse durch diesen 
Kreis zerlegt? 

348. Gegeben ist die Ellipse 25y 2 + 16:K 2 =400. Es ist eine 
Parabel konstruiert, welche den positiven Teil der Hauptachse zur 
Achse, den Mittelpunkt zum Scheitel und mit der Ellipse den einen 
Brennpunkt gemein hat. Wie groß sind die beiden Teile, in welche 
die Ellipse von der Parabel zerlegt wird? 



Die Hyperbel. 



Die Gleichung der Hyperbel. 

349. Auf der X- Achse liegen die beiden Punkte F(e, 0) 
und F x (— e, 0). Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, 
für den die Differenz der Entfernungen von den beiden festen 
Punkten F und F 1 gleich 2 a ist? 
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350. Die Hauptachse einer Hyperbel 2 a = 16 fällt mit der 
X- Achse zusammen, die Nebenachse 2b = 14 mit der ¥- Achse. 
Welches ist die Gleichung derselben? 

351. Die lineare Excentricität einer Hyperbel ist e = 13, die 
Nebenachse 26=24. Welches ist die Gleichung derselben, wenn 
die Hauptaehse mit der X-Achse, die Nebenachse mit der Y- Achse 



352. Die doppelte lineare Excentrieität 2e einer Hyperbel ist 
dreimal so groß als die Hauptachse 2 a derselben. Welches ist die 
Gleichung der Hyperbel? (Über die Lage der Achsen s.Aufg. 351.) 

353. Gegeben ist die Hauptachse einer Hyperbel 2a =8 und 
die Koordinaten eines Punktes der Kurve x t = 10, y s = 25. Welches 
ist die Gleichung derselben? (Über die Lage der Achsen s.Aufg. 351.) 

354. Zur Bestimmung der Gleichung einer Hyperbel, deren 
Hauptachse mit der X-Achse und deren Mittelpunkt mit dem Ko- 
ordinatenanfangspunkte zusammenfällt, sind die Koordinaten zweier 
Punkte der Kurve (#,,#1) lmd OVJ'a) gegeben. 

Beispiel. ^=5, ^-=3; %-=8, y s = — 10. 

355. Für welchen Punkt der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 = — a 2 b 2 
ist die Abscisse gleich der Ordinate? 

356. Wie groß ist der Parameter, d. i. eine zur Hauptaehse 
lotrechte Brennpunktsehne der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 X 2 = — a ä ö a ? 

357. Die Hauptachse einer Hyperbel fällt mit der X-Achse, 
der Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen. Wel- 
ches ist die Gleichung der Kurve, wenn der Parameter derselben 
■=<[>, die doppelte lineare Excentrieität =2e ist? 

Beispiel. j> = 8, 2e = 10. 

358. Jede Ordinate der gleichseitigen Hyperbel y* — x 2 a B 

läßt sich als mittlere Proportionale zwischen zwei Strecken dar- 

) Strecken? 

Gleichung einer Hyperbel a 2 y 2 —~b 2 x 2 
iten eines Punktes P derselben x t , y r 
Welches sind die Gleichungen der Brennstrahlen, die sich nach 
diesem Punkte ziehen lassen? Wie lang sind dieselbeu? 

Beispiel. 9)/*-203; ä 180; x x = 5, y 1 > 0. 

360. In welcher Beziehung steht die Summe der beiden 
Brennstrahlen eines Punkj«s der Hyperbel a 2 y 2 — tfx*^ — aH 1 
zu der Abscisse < 



stellen. Welches sind d : 

359. Gegeben ist di 

= — a 2 !)* und die Koordi 
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40 Die Hyperbel. 

361. Die Gleichung einer Hyperbel ist 25«/ 3 — 9z 2 = --225. 
Nach dem Punkte ^ = 13, ^=7,2 derselben sind die Brenn- 
strahlen gezogen. Welchen Winkel schließen diese beiden Gera- 
den mit einander ein? 

362. Für welchen Punkt der Hyperbel 16/— «* = — 16 ist 
das Rechteck aus den Brennstrahlen gleich 100 □? 

363. Von dem Fußpunkte einer Ordinate y l der Hyperbel 
a 2 y 2 — b 2 x 2 = — a?b 2 ist eine Tangente ^ an den Kreis über der Haupt- 
achse gelegt. Wie verhält sich die Tangente t s m der Ordinate y L der 
Hyperbel? Wie gestaltet sich das Verhältnis, wenn die Hyperbel 
eine gleichseitige ist? 

364. Von dem Fußpunkte einer Ordinate (?/ 1 ) dßr Hyperbel 
a 3 y*~- b 2 x 2 = — a ä 6 8 ist eine Tangente t t an den Kreis über der 
Hauptachse gezogen. Es soll der Winkel bestimmt werden, unter 
dem diese Tangente gegen die X-Achse geneigt ist. 

365. Die Achsen einer Hyperbel 2a— 14 und 2I>-=20 laufen 
den Koordinatenachsen parallel, die Koordinaten des Mittelpunktes 
sind x, = 5, y ± •= —4. Welches ist die Gleichung der Hyperbel? 

366. Gegeben ist die Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 3 = — a 2 b 2 . Welche 
Gestalt nimmt die Gleichung dieser Kurve an, wenn man die Ge- 
rade x = a als Y- Achse betrachtet? (Scheitelgleichung.) 

367. Die Scbeitelgleichung einer Hyperbel ist y 2 —16j& 
-r-ljfiB*? Wie groß sind die Achsen der Kurve? 

368. Für die Scheitelgleichung einer Hyperbel sind die Koor- 
dinaten eines Punktes x u y± und die Größe des Parameters p 
gegeben. Wie groß ist die Hauptachse der Hyperbel? Wie lautet 
die Scheitelgleichung? 

369. Der Abstand der Brennpunkte 2e und die Größe der 
Nebenachse 2b einer Hyperbel sind bekannt. Welches ist die 
Scheitelgleichung der Hyperbel? 

370. Welches ist die Polargleichung einer Hyperbel, wenn 
der Mittelpunkt derselben als Pol, die Hauptachse als Achse an- 
genommen wird? 

371. Es soll die Polargleichung einer Hyperbel, deren Achsen 
2a und 26 sind, bestimmt werden, wenn einer der beiden Brenn- 
punkte als Pol und die Verbindungslinie beider als Achse ange- 
sehen wird. 
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372. Wie groß ist das Rechteck, welches aus den Abschnitten 
einer Brennpunktsehne einer Hyperbel gebildet wird? 

373. Für welche Anomalie ist der Radiusvektor einer Hyper- 
bel a) gleich dem Parameter? b) gleich der Hauptachse? c) gleich 
dem Abstände der beiden Brennpunkte, wenn der rechtsliegeude 
Brennpunkt als Pol angesehen wird? 

374. Wie groß ist das harmonische Mittel zwischen den Ab- 
schnitten einer Brennpunktsebne der Hyperbol? 

375. Durch einen Brennpunkt einer Hyperbel sind zwei Seh- 
nen Sj und s 2 gezogen, welche rechtwinklig zu einander stehen. 
Wie groß ist die Summe der reciproken Werte derselben? 

Die Hyperbel und die Gerade. 

376. Es sollen die Koordinaten der Punkte bestimmt wer- 
den, in denen die Hyperbel a 2 y 2 — o 2 a; ä = — a a ö ä von der Geraden 
y — ■ Mx -f- w geschnitten wird. 

Beispiele, l) iy 2 - 9x a — - 36, y — \x -3; 

2) V — 25z 2 - 225, 12# + 26;c = 45; 

3) 5^ — 16^= -80, y = 4sb+1. 

377. Welches ist die geometrische Bedeutung der Eelation 

O a + n 2 - a 2 M 2 ^ 0? 

378. Wo liegen die Punkte, in denen die Hyperbel a 2 y* — b s x 2 

= — a 2 b 2 von den Geraden, welche der Gleichung y *= ± — $ + « 

entsprechen, geschnitten wird? Wie gestalten sich die Resultate, 
wenn n = gesetzt wird? 

379. In welchen Punkten wird die Hyperbel j/ a = 9a:+ llx* 
von der Geraden y = £x-\-3 geschnitten? 

380. Welches ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Achsen 
2« und 2b mit den Koordinatenachsen zusammenfallen, in Linien- 
koordinaten? 

381. Gegeben der Kreis y 2 + (% + &) 2 = t 3 und der Punkt 
P (&, 0). Von dem letzteren sind alle möglichen Sekanten in den 
Kreis gezogen, jedes der beiden Segmente einer Sekante ist hal- 
biert und in den Halbierungspunkten sind Lote errichtet. Die 
Kurve, welche diese Lote einhüllt, ist zu bestimmen. 
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42 Die Hyperbel. 

382. Gegoben der Kreis a?+g*-* f* und der Punkt F (% t , 0). 
Durch den letzteren geht der eine Schenkel eines rechten Winkels, 
während der Scheitel anf der Peripherie des Kreises fortgleitet. 
Welche Kurve umhüllt die Lagen des anderen Schenkels? 

383. Gegeben sind zwei Gerade y = ±d und das Kreisbüschel 
&* + $*— 2£:c — f a = 0.(d < f.) In jedem Kreise des Büschels sind 
die beiden Durchmesser gezogen, wolche die Schnittpunkte des 
Kreises und der beiden Geraden verbinden. Welches ist die 
Enveloppe dieser Durchmesser? 

384. In welchen Punkten schneidet die Hyperbel 

9#*— 25k s — 54y— £>Ox+ 281 = 
die Koordinatenachsen? Welches ist die Gleichung dieser Hyperbel 
in Linienkoordinaten? 

385. Durch den Punkt 1%— 12, y,= 3 ist in die Hyperbel 
9y'-- 16# s = — 144 eine Sehne zu ziehen, die in diesem Punkte 
halbiert wird. Welche Stücke sehneidet diese Sehne auf den 
Koordinatenachsen ab? Unter welchem Winkel ist dieselbe gegen 
die X-Achse geneigt? 

386. Vom Koordinatenanfangspunkte sind an die Hyperbel 
9# a — 2bx a — 18y — 100a; + 134 = Tangenten zulegen. Wel- 
ches sind die Gleichungen derselben? 

387. In die Hyperbel «V ~ & s as 8 = — « 2 & a ist ein Quadrat 
einzuzeichnen. Welches sind die Koordinaten der Eckpunkte? 

388. In die Hyperbel 5f—3x 2 10 soll ein gleich- 
seitiges Dreieck beschrieben werden, dessen eine Spitze in einem 
Scheitel liegt. Welches sind die Gleichungen der Seiten? 

389.. Es soll ein Rechteck in die Hyperbel 12 f- 7 a; 3 — - 112 
eingezeichnet werden, dessen Inhalt gleich dem Quadrate über der 
Hauptachse ist. Welches sind die Koordinaten der Ecken? 

390. Gegeben ist eine Hyperbel «V - b 2 x 2 = — «V. In 
dieselbe ist ein Rechteck zu zeichnen, dessen Seiten sich wie m 
zu « verhalten. Die Koordinaten der Ecken sind zu bestimmen. 

Beispiel. ±y*- x 2 = - 60; i» = 2, » = 5. 

Tangente und Normale der Hyperbel. 

391. An die Hyperbel »V — &*** = _ a '& ist im Punkte 
(x v # x ) derselben eine Tangente gelegt. Welches ist die Gleichung 
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Tangente und Normale der Hyperbel. 43 

derselben? Welche Stücke schneidet sie auf den Koordinaten- 
achsen ab? 

Beispiele, a) 13/- 5s"- - 65; ^—13, y x — 2l/lÖ; 
b) 7/— 16a; 2 = - 112, ^ — — 4, fc<0. 

392. Von den Brennpunkten der Hyperbel a 2 y 2 —b i $ 2 = — a 2 b 2 
sind Lote auf die Tangenten der Kurve gefällt. Welches ist der 
geometrische Ort der Fußpunkte derselben? 

393. Gegeben ist die Hyperbel ay-SV=-a s 6 8 . Von 
dem Brennpunkte (e, 0) sind Lote auf alle Tangenten des zu- 

i Hyperbelzweiges gefällt. Auf welcher Kurve liegen die 
i Brennpunktes? 

394. Für welche Punkte der Hyperbel a 2 y 2 — b*x a = — a a Ö s 
sind die Tangenten derselben unter dem gegebenen Winkel a 
gegen die X-Achse geneigt? 

Beispiel. lOOy*— BfE*. 900, Z.« = 60°, 

395. Von einem Punkte P soll an eine gegebene Hyperbel 
eine Tangente gelegt werden. 

396. Durch Konstruktion sind diejenigen Tangenten einer 
gegebenen Hyperbel zu bestimmen, welche der Geraden g parallel 
laufen. 

397. Die Hyperbel 9# 2 — 16a; 2 = — 144 soll durch eine Ge- 
rade berührt werden, welche der Geraden y — 4a; — 3 parallel 
läuft. Welches ist die Gleichung derselben? 

398. Wie groß ist der Inhalt des Rechtecks, welches durch 
die Lote gebildet wird, die sich von den Brennpunkten der 
Hyperbel a 2 y 2 — h 2 x 2 = — a 2 ö a auf eine Tangente derselben fällen 
lassen? 

399. In jedem der Punkte der Hyperbel a 2 y 2 — ö 3 a; s = — a a Ö 2 , 
dessen Brennstrahlen unter dem Winkel a zu einander geneigt 
sind, sollen Tangenten an die Kurve gezogen werden. Welches 
sind die Gleichungen derselben? 

Beispiel. 7# a - 9a; 2 - - 63, Z.« = 90°. 

400. In dem Punkte (a;, , «/,) der Hyperbel a?y 2 — b 3 x 2 = — a 2 b 2 
ist die Normale konstruiert. Welches ist die Gleichung derselben? 

Beispiel. 253/ a -64a; 2 = -1600; 8,-18, fc>0. 

401. Gegeben ist die Hyperbel a 2 y 3 — ö a a; a = — d*bK Im 
Punkte (a;,, f/,) sind Tangente und Normale konstruiert. Welche 
Länge hat die Tangente? Welche Länge die Normale? Wie lang 
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ist die Subtang utile? Wie lang die Subnormale? Wie lauten ilie 
Resultate, wenn die Hyperbel eine gleichseitige ist? 

Beispiel. 7y*-16je*= — 112j %■= 4, y, > 0. 

402. Nach einem Punkte der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 ^~- — a 2 b s 
sind die Kadieuvektoren gezogen, und zwar ist der Neigungswinkel 
des einen zur X-Achse doppelt so groß als der des andern. Wie 
lang ist die Normale, die sich in diesem Punkte der Hyperbel 
konstruieren laßt? 

Beispiel. 9# a — 16a: 3 = — 144. 

403. Gegeben ist die Gleichung der Hyperbel 4«/ a — 25»*= ~ 100 
und die Länge einer Subnormale derselben S n — 30. Welches 
sind die Koordinaten des zugehörigen Punktes? 

404. Für welchen Punkt der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 = — a a ft B 
ist die Subtangente gleich der Subnorrhale? 

405. Gegeben ist die Hyperbel a 2 y 2 —b 2 x 2 a 2 b 2 . Es 

sollen die Koordinaten derjenigen Punkte gesucht werden, für 
welche die Tangente doppelt so groß ist als die Normale. 

406. Für welche Punkte der Hyperbel a 2 y 2 — b 3 a; a — — a*b 2 
ist das Rechteck aus der Tangente und der Ordinate gleich dem 
Quadrate über der Normale? 

407. Es ist zu zeigen, daß die Tangente an einem Punkte 
Pfj;,,!/,) der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 = — « 2 ö* den Winkel halbiert, 
welchen die nach dem Berührungspunkte P gezogenen Itadien- 
vektoren mit einander einschließen. 

408. Gegeben ist eine Hyperbel und auf derselben der Punkt 
P. Wie läßt sich in diesem Punkte an die Kurve eine Tan- 
gente legen? 

409. Eine Ellipse und eine Hyperbel haben die Brennpunkte 
gemein. Welche Winkel schließen die Tangenton beider Kurven 
an den Schnittpunkten ein? 

410. Gegeben sind die gleichseitige Hyperbel y 2 — - a: 2 = -- a 2 
und der Kreis y* + x 2 =■■ 9 a 2 . Unter welchen Winkeln durch- 
schneiden sich die beiden Kurven? 

411. Von dem Brennpunkte (e, 0) der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 
= — a 2 b 2 ist ein Lot auf eine Tangente der Kurve gefällt, deren 
Berührungspunkt (x 1 , y^ ist. Wie groß ist das Rechteck aus dem 
Lot und der Normale, welche durch den Punkt (x 1} y^) geht? 
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412. An die Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 ~ — a 2 b 2 sind die beiden 
Scheiteltangenten gelegt und eine dritte Tangente, deren Berührungs- 
punkt (»u y,) ist. Von welchen Punkten der Hauptachse aus er- 
scheint der Abschnitt der dritten Tangente, welcher zwischen den 
Scheiteltangenten liegt, unter rechtem Winkel? 

413. Gegeben ist die Hyperbel a 2 y 2 — b 3 x 2 = — a?b 2 . In den 
Punkten (sc,, y,) und (# 2 , y%) sind die Tangenten an dieselbe ge- 
legt. Wie groß ist der Winkel, den die Tangenten einschließen? 

Beispiel. A.f — 9# ä = — 36; x 1 = 3,^>0; *j — 4,j/,<0. 

414. LUngs der Hyperbel a 2 y s — b 2 x 2 = — a?b 2 gleiten zwei 
Tangenten fort, welche einen rechten Winkel einschließen. Welches 
ist die Gleichung des geometrischen Ortes des Scheitels des rechten 
Winkels? Wie gestaltet sich das Resultat, wenn die Hyperbel 
eine gleichseitige ist? 

415. Von dem Punkte P(x t ,y^) sollen Tangenten an die 
Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 — — a 2 b 2 gelegt werden. Welches sind die 
Gleichungen derselben? 

Beispiel. 9y s — 25a; 2 — — 225; %— 2, y, — 5. 

Asymptoten der Hyperbel. 

416. Welche Form nimmt die Gleichung einer Tangente der 
Hyperbel a 2 y 2 —b 2 x 2 = — a 2 b 2 an, wenn man den Berührungs- 
punkt in die Unendlichkeit rücken läßt? 

Beispiel. 25g/ 2 — 49a: 2 = — 1225. 

417. Welches sind die Gleichungen der Tangenten, die sich 
vom Mittelpunkte der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 — — a 2 b 2 an dieselbe 
legen lassen? 

Beispiel. iy s — 81a; s 324. 

418. Welchen Winkel bilden die beiden Asymptoten der 
Hyperbel 5«/ 2 — 4# ä = — 100 mit einander? 

419. Von einem Brennpunkte der Hyperbel a 2 y' k — b 3 x 2 = — a 2 fö 
sind Lote auf die Asymptoten gefällt. Wie lang ist jedes der 
Lote? Welchen Inhalt hat das Viereck, welches von den Asym- 
ptoten und den Loten begrenzt wird? 

420. Gegeben ist die Hyperbel «V — &V= - a 2 b*. Welche 
Gestalt nimmt die Gleichung der Kurve an, wenn die Asymptoten 

i Koordinatenachsen gewühlt werden? 
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421. Im Punkte (x 1 , yj ist an die Hyperbel xy — — - — 

eine Tangente gelegt. Welches ist die Gleichung derselben? 

422. Welclier Bedingung müssen die Konstanten der Gleichung 

y = Mx-\-n genfigen, wenn die derselben entsprechende Gerade 

a s + fc 2 . 
Tangente der Hyperbel xy = — — ■ — sein soll? 

a* + b a 

423. An die Hyperbel xy = — - — ist im Punkte (x lt f/ 1 ) 

eine Tangente zu legen. Wie lösst sich die Konstruktion ausführen? 

424. Es ist zu zeigen, daß jede von den Asymptoten be- 
grenzte Tangente der Hyperbel im Berührungspunkte halbiert wird. 

425. Es soll der Inhalt eines Dreiecks bestimmt werden, 
welches von den beiden Asymptoten und einer Tangente der 
Hyperbel begrenzt wird. Wie verhält sich dasselbe zu dem Recht- 
eck aus den Koordinaten des Berührungspunktes? 

426. Von einem Punkte der Hyperbel sind Parallelen zu den 
Asymptoten gezogen. Es soll der Inhalt des Parallelogramms be- 
stimmt werden, welches von diesen Linien begrenzt wird. 

427. Die Halbachsen einer Hyperbel sind a und b. Welches 
ist die Gleichung der Kurve in Linienkoordinaten, wenn die Ab- 
schnitte auf den Asymptoten liegen sollen? 

Pol und Polare. 

428. Gegeben sind die Hyperbel a 2 y 2 — b*x 3 = — a?b 3 und 
der Punkt P (sc lt # t ). Welebes ist die Polare des Punktes P bezüg- 
lich der Hyperbel? 

Beispiele, a) 9y s — 26«* 225; fl^ — 1, & — 11. 

b) 12y* — 7a s = - 112; fl^ 9, ,% =■ 7. 

429. Von dem Punkte P (#„ j/j) sind Tangenten an die 
Hyperbel a s y* — ö*a; ä — — a % b 2 gezogen. Welches sind die Ko- 
ordinaten der Berührungspunkte? 

Beispiel. 6y* — lla s = — 66; a^—2, ft — 3. 

430. Die Asymptotengleichung einer Hyperbel ist xy = — — 

Welches ist die Gleichung der Polare des Punktes P (x y , i/,) be- 
züglich derselben? 
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431. Die Brennpunkte der Hyperbel a 2 y 2 — 6 ä cc*= — a 2 b s 
mögen als Pole betrachtet werden. Welches sind die Gleichungen 
der zugehörigen Polaren? Welchen Gleichungen entsprechen diese 
Polaren, wenn die Asymptotengleiehung der Hyperbel gegeben ist? 

432. Wie groß sind die Stücke, welche durch die Direktrix en 
auf den Asymptoten der Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 ^= — a 2 b 2 abge- 
schnitten werden? 

433. Von einem Punkte P(x 1 ,y 1 ) der Hyperbel a^y^ — lßx 2 
= — a s 6 a ist ein Strahl nach einem Brennpunkte gezogen und ein 
Lot auf die dem Brennpunkte zugehörige Direktrix gefällt. In wel- 
chem Verhältnis stehen diese beiden Linien? 

434. Es soll der geometrische Ort eines Punktes gefunden 
werden, dessen Entfernung von dem Punkte (k, 0) sich zu der von 
der T- Achse wie m au n verhält (tw>m.) 

435. Von dem Punkte P (&!,&) der Hyperbel a 2 y 2 — tfx 2 
= — a s b 2 ist eine Parallele zu einer Asymptote gezogen und bis 
zum Durchschnitt mit einer Direktrix verlängert Wie verhält 
sich diese Linie zu dem Brennstrahle, der den Punkt P mit dem 
der Direktrix zugehörigen Brennpunkte verbindet? 

436. Von einem Punkte P der Direktrix x = — ist ein Strahl 

nach dem zugehörigen Brennpunkte (e, 0) gezogen. Unter welchem 
Winkel schneidet dieser Strahl die Polare des Punktes P bezüg- 
lich der Hyperbel. V 

437. Gegeben ist eine Hyperbel und auf derselben der Punkt P. 
Wie läßt sich in diesem Punkte an die Kurve eine Tangente legen? 

438. Gegeben ist die Hyperbel a 2 t/ 2 — &V= — a*lP. Von 

dem Fußpunkte der Direktrix rr ^ — ist eine Tangente an die 

Hyperbel gelegt und von einem Punkte P dieser Geraden ein Lot 
auf die Hauptachse gefällt, welches die Hyperbel in Q schneidet. 
Wie verhält sieb der Brennstrahl, der von Q nach (e, 0) geht, zu 
dem Lote? 

439. Der Punkt P(at [ ,j/ 1 ) ist mit dem Brennpunkte (e, 0) 
verbunden und in diesem Brennpunkte ist auf der Verbindungs- 
linie ein Lot errichtet. Wie groß ist der Inhalt des Dreiecks, 
welches das Lot, die Polare des Punktes P und die zu (c, 0) 
gehörige Direktrix einschließen? 
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440. Die Gerade Lx 4- IS. y + N — möge als Polare be- 
züglich der Hyperbel a^y* — b'x* — — a?b 2 betrachtet werden. 
Welches sind die Koordinaten des zugehörigen Poles? 

Beispiele, a) 9y 2 - 15x s + 135 = 0, y = f* — 3( 

b) 26#* — 86«* + 900=0, -| - -|- = 1. 

441. Die Tangenten des Hauptkreises dor Hyperbel a?y 2 ~b i x 2 
= — a ä 6 2 mögen als Polaren der letzteren betrachtet werden. Auf 
welcher Linie liegen die zugehörigen Pole? 

442. Gegeben ist die Hyperbel a?y 2 — b 2 x 2 ^ — a*b s und 
der Kreis y 2 ~\- x 2 = a 2 + b 2 . Eine Polare der Hyperbel gleite als 
Tangente an dem Kreise fort. Auf welcher Kurve bewegt sich 
der zugehörige Pol? 

443. Gegeben ist die Hyperbel 

aV + (« s -eV^<*V- ei! ) I»«] 
und die ihr konfokale Ellipse 

«iV + Oh 8 — e a )z*=a 1 2 (a t 2 — ß2 ) i e < a i\i 
die Tangenten der Ellipse mögen als Polaren bezüglich der Hyper- 
bel betrachtet werden. Auf welcher Kurve liegen die zugehöri- 
gen Pole? 

444. Gegeben ist ein System konfohaler Hyperbeln, welches 
der Gleichung a 2 y 2 — (e 2 — a?) x a + « s (e a — a 2 ) = entspricht. Die 
Gerade Lx -f M y -f- N = werde als Polare bezüglich jeder Hy- 
perbel des Systems betrachtet. Auf welcher Kurve liegen die zu- 
gehörigen Pole? 

445. Der Pol P möge auf der Peripherie des Kreises x 2 + y s 
-= a ä — b 2 fortrücken. Es soll die Gleichung der Kurve bestimmt 
werden, welche die Polaren bezüglich der Hyperbel a?y 2 ~b 2 x 2 
----- -a 2 b 2 einhüllt. 

446. Gegeben ist ein Büschel von Hyperbeln 

a y _ 6 * 3«+ iji + k (V*"- V*" + W) = o 
und der Punkt P(a; 1 ,j 1 ). Wie liegen die Polaren des Punktes 
bezüglich der Hyperbeln des Büschels? 

Durchmesser der Hyperbel. 

447. Der Punkt P (x li y t ) möge in unendlicher Ferne liegen. 
Welches ist die Gleichung der Polare desselben bezüglich der Hy- 
perbel a'y 2 — b i x 2 = — a 2 6 2 ? 
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448. In welchem Verhältnis werden alle Sehnen, die nach 
dem unendlich fernen Pole konvergieren, durch die Polare desselben 
geteilt? 

449. Welche Beziehung findet zwischen den Kichtungskon- 
stanten konjugierter Durehmesser der Hyperbel a V — b 2 x z = — a*b 3 
statt, von denen jeder die dem andern parallele Sehnenschar hal- 
biert? Wie gestaltet sich das Resultat für eine gleichseitige Hy- 
perbel? 

450. Gegeben ist die Asymptotengleichung einer Hyperbel 

xy = — IT__. Welcher Bedingung müssen die Konstanten der 

Gleichungen y = A t X und y = -4 2 # genügen, wenn denselben kon- 
jugierte Durchmesser entsprechen sollen? 

451. Der eine Durchmesser der Hyperbel aV — l 3 $ i = — a 2 & s 
möge mit der einen Asymptote der Kurve zusammenfallen. Welche 
Lage hat der konjugierte Durchmesser? 

452. Es ist zu zeigen, daß die Paare konjugierter Durch- 
messer der Hyperbel a 2 i/ ä — b*% 2 = — a 2 b 2 ein involutorisches Strah- 
lenbüschel bilden. Welches sind die Doppelstrahlen der Invo- 
lution? 

453. Welche Lage haben zwei konjugierte Durchmesser einer 
Hyperbel zu der Hauptachse der Kurve? Welcher Satz ergiebt sich 
für die Punkte, in denen eine Hyperbel von zwei konjugierten 
Durchmessern geschnitten wird? 

454. Gegeben ist die Hyperbel 16*/ 2 — 26«*— — 400 und 
der Durchmesser y =■%■%. a) Welches ist die Gleichung des kon- 
jugierten Durchmessers? b) Welchen Winkel schließen beide Durch- 
messer mit einander ein? 

455. In der Hyperbel iy 2 — 49a;*— — 196 ißt durch den 
Punkt Xj =5, #i = 3 eine Sehne zu ziehen, welche in diesem 
Punkte halbiert wird. Welches ist die Gleichung der Sehne? 

456. Es soll die Länge desjenigen Durchmessers der Hyper- 
bel cPif — bV = — « a 6 B bestimmt werden, der dem 
y =■ Mx, konjugiert ist. 

Beispiel. iy^-Qx* 36, ?/=3z. 

457. Von der Hyperbel iG# s — 25*" = —400 sind diejer 
Durchmesser zu bestimmen, welche einen Winkel von 45° mit 
ander einschließen. 

Hochlieim, Aufynln'n a. (1. anal. Geometrie. II. ' 
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458. An eine Hyperbel ist in einem gegebenen Punkte P 
eine Tangente zu legen. Wie ist die Konstruktion auszuführen? 

459. An eine Hyperbel sind Tangenten in gegebener Kich- 
tung zu legen. 

460. Welches ist der geometrische Ort der Endpunkte der 
Nebendurchmesser der Hyperbel a 2 y s ~ b*x 2 = — a a 6 2 ? 

461. Wie liegen die Asymptoten zweier konjugierten Hyper- 
beln zu einander? 

■Mitf. (logeben sind die beiden konjugierten Hyperbeln 
a a f/ s — h 2 x s — — a 2 b 2 und « 2 »/ a — J*je* = a 3 b\ 
Von den Brennpunkten der ersten sind nach zwei entsprechenden 
Punkten der beiden Hyperbeln Leitstrahlen gezogen. Wie verhält 
sich die Summe der Leitstrahlen des ersten Punktes zur Summe 
der Leitstrahlen des zweiten? 

463. Durch den einen Endpunkt eines Hauptdurchmessers 
y = Mx der Hyperbel a 2 y 2 — b Ä a; a = — a s b 2 ist eine Tangeute der 
letzteren gezogen. In welchem Verhältnis steht das von den Asym- 
ptoten begrenzte Stück derselben zu der Länge des konjugierten 
Nebendurchmessers ? 

464. Durch den Brennpunkt (e, 0) der Hyperbel a 2 y s ~ b a x 2 
= — a 2 b 2 ist eine Sehne gezogen, welche gegen die Hauptachse 
unter dem Winkel <p geneigt ist. In welcher Beziehung steht die- 
selbe zu dem parallelen Durchmesser und zu der Hauptachse? 

465. Von der Hyperbel a 2 if — b 2 x 2 = — a ä Ö ä sind zwei kon- 
jugierte Durchmesser 2«, und 2fc, sowie der von ihnen einge- 
schlossene Winkel ep gegeben. In welcher Beziehung stehen die 
gegebenen Stücke zu den Achsen? 

466. In welcher Beziehung stehen je zwei konjugierte Durch- 
messer einer gleichseitigen Hyperbel? 

467. Von einer Hyperbel sind zwei konjugierte Durehmesser 
2 a, = 10, 2 6, -=14 und der von diesen eingeschlossene Winkel 
<p=45° gegeben. Wie groß sind die Achsen der Hyperbel? 

468. Von einer Hyperbel sind zwei konjugierte Durchmesser 
der Größe und Lage nach gegeben. Die Asymptoten der Kurve 
sind durch Konstruktion zu finden. 

469. Von einer Hyperbel sind zwei konjugierte Durchmesser 
der Länge und Lage nach gegeben. Die Hauptachse und die Neben- 
achse sollen durch Konstruktion gefunden werden. 
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470. Es mögen die Endpunkte von zwei konjugierten Durch- 
messern einer Hyperbel mit einander verbunden sein. Welches 
ist der Inhalt des von diesen Verbindungslinien gebildeten Paral- 
lelogramms ? 

471. An eine Hyperbel sei im Punkte P eine Tangente ge- 
legt, welche die eine Asymptote im Punkte Q schneidet, ferner sei 
durch Q eine Parallele zu dem durch P gehenden Durchmesser 
gezogen und bis zum Schnitt mit dem konjugierton Durchmesser 
verlängert. Welches ist der Inhalt des so entstandenen Parallelo- 



472. Gegeben ist die Gleichung einer Hyperbel a 2 y 2 —b 2 x^ 
= — a 2 b 2 . Welche Gestalt erhält dieselbe, wenn zwei konjugierte 
Durehmesser 2 a L und 2 ij als Koordinatenachsen angenommen 
werden? 

473. Die Gleichung einer Hyperbel ist o, 2 */ 3 — b 2 x 2 = — a 2 b-^, 
wenn zwei konjugierte Durchmesser als Koordinatenaeusim ange- 
nommen sind. Welchen Gleichungen entsprechen in diesem Falle 
die Asymptoten der Hyperbel? 

474. In einer gegebenen Hyperbel ist eine Sehne s gezogen. 
Man verlängere dieselbe nach beiden Seiten bis zum Schnitt mit 
den Asymptoten. In welcher Beziehung stehen die beiden Ver- 
längerungen zu einander? 

475. Von dem Punkte P einer Asymptote einer gegebenen 
Hyperbel ist eine Sekante in die Kurve gezogen. Wie groß ist 
das Rechteck aus der ganzen Sekante und ihrem äußeren Ab- 
scLnii.f.nV 

476. Wie lassen sich die unter No. 289—292 für die Ellipse 
gestellten Aufgaben für die Hyperbel lösen? Wie gestalten sich 
die Resultate für diesen Fall? 

Die Hyperbel als geometrischer Ort. 

477. Durch deu Punkt P (^ = — 4, »/, = 7) ist ein Strahl 
gezogen, der die beiden Knonlimitenathsen üchuoidet. Das Stück 
desselben zwischen den Achsen sei im Punkte Q halbiert. Welche 
Kurve besehreibt der Punkt Q, wenn der Strahl um P gedreht 
wird? 

478. Gegeben sind zwei Gerade y 1 und g 2 . Es soll der 
geometrische Ort des Punktes bestimmt werden, von dem Paral- 
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lelen zu diesen Geraden gezogen mit ihnen ein Parallelogramm 
von konstantem Inhalt bilden. 

479. Es soll der geometrische Ort eines Punktes P gefunden 
werden, dessen Verbindungslinie mit dem Punkte A (a^ = 1, y 1 = 1) 
durch die Hyperbel sc 9 — J/ 9 =1 im Verhältnis 2:1 geteilt wird. 

480. Durch den Punkt P(%, y x ) sind Sehnen in die Hy- 
perbel a 2 y 2 — c 9 # 9 = — a?b 2 gezogen. Auf welcher Kurve liegen 
die Halbierungspunkte derselben? 

481. Die Grundlinie c eines Dreiecks liegt auf dem positiven 
Teile der Abscissenanhse, der eine Endpunkt derselben im Koordi- 
natenanfangspunkte. Welches ist der Ort der gegenüberliegenden 
Spitze, wenn das Produkt der Tangenten der Winkel an der Grund- 
linie tga . tgj5 = — Tz ist? 

482. Es soll der geometrische Ort der Spitze eines Dreiecks 
bestimmt werden, dessen Grundlinie mit dem positiven Teile der 
X-Achse zusammenfällt und die Endpunkte (0,0) und (10,0) 
besitzt, wenn die Winkel au der Grundlinie der Relation tga 
— 2 cot <* + eotp* genügen. 

483. Die Grundlinie eines Dreiecks hat die Koordinaten (0, 0) 
und (c, 0). Welches ist der geometrische Ort der gegenüberlie- 
genden Spitze, wenn der eine Winkel an der Grundlinie doppelt 
so groß als der andere ist? 

484. Längs der Parabel y 2 = px gleiten zwei Tangenten fort, 
welche den konstanten Winkel Ö einschließen. Welche Linie be- 
schreibt der Schnittpunkt der Tangenten? Wie gestaltet sich das 
Resultat a) für # = 45°, b) für = 90°? 

485. Längs der Parabel y 2 = px gleiten zwei Tangenten fort. 
Welche Linie beschreibt der Schnittpunkt derselben, wenn die 
Differenz der Tangenten ihrer Neigungswinkel zur X-Achse gleich 
der Größe k ist? 

486. Die Seite AB = c des Dreiecks ABC fällt mit dem 
positiven Teile der X-Achse, der Punkt A mit dem Koordinaten- 
anfangspunkte zusammen. Welches ist der geometrische Ort des 
Mittelpunktes des einbesehri ebenen Kreises, wenn die Seite« und der 
Winkeli? konstant, die übrigen Stücke des Dreiecks veränderlich sind? 

487. Von einem Dreieck ABC ist die Seite c und die Differenz 
der beiden andern Seiten a — b — d konstant. Weiches ist der 
geometrische Ort des Schwerpunktes? 
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488. Die Seite c den Dreiecks ABO fällt mit dem positiven 
Teile der Abscissenachse, der eine Endpunkt derselben mit dem 
Koordinatenanfangspunkte zusammen. Die Spitze C gleitet auf der 
Parabel r\ + »£ 2 — m l = fort. Welche Kurve besehreibt der 
Höhenpunkt des Dreiecks? Welche Gestalt nimmt das Resultat 
an, wenn der Scheitel der Leitparabel in den Koordinatenanfangs- 
punkt verlegt wird? 

489. Über der Hauptachse der Hyperbel jj s =-j(| s — 2a|) 

als Grundlinie ist ein Dreieck konstruiert, dessen Spitze auf der 
Hyperbel fortrückt. Welches ist der geometrische Ort des Höhen- 

rm nktes ? 

490. über der Hauptachse der Hyperbel ij s = - - t (| a - 2a|) 

als Grundlinie ist ein Dreieck konstruiert, dessen Spitze auf der 
Hyperbel fortgleitefc. Auf welcher Linie bewegt sich gleichzeitig 
der Schwerpunkt des Dreiecks fort? 

491. Gegeben ist ein Kreis K und ein Punkt P außerhalb 
desselben. Auf welcher Kurve liegen die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche durch den Punkt P gehen und den Kreis K einschließend 
oder ausschließend berühren? 

492. Gegeben sind zwoi Kreise $ 3 -\-y 2 — r 1 3 und (x — af-^-if 
— r^, welche vollständig getrennt liegen. 1. Es soll der geome- 
trische Ort des Mittelpunktes desjenigen Kreises gesucht werden, 
der die gegebenen Kreise entweder beide ausschließend oder beide 
einschließend berührt. 2. Es soll der geometrische Ort des Mittel- 
punktes desjenigen Kreises gesucht werden, der den einen der 
gegebenen Kreise einschließend, den andorn ausschließend berührt. 
Wie gestaltet sich im ersten Falle das Resultat, wenn die Radien 
der beiden gegebenen Kreise gleich sind? 

493. Gegeben ist der Kreis j/ a = 2rx — x s , welcher von der 
X-Achse in dem Durchmesser AB geschnitten wird. Durch den 
Koordinatenanfangspuukt A ist eine Sehne AC gezogen, welche 
eine zu AB parallele Tangente des Kreises in K sehneidet. Das 
von K auf die X-Achse gefällte Lot trifft eine durch den Mittel- 
punkt xa AG gezogene Parallele in P. Welches ist der geome- 
trische Ort des Punktes P, wenn AC um A gedreht wird? Es 
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sind zwei Fälle au unterscheiden, da die Gleichung der Tangente 
entweder y = + r oder y = — r sein kann. 

494. Gegeben ist der Kreis x? + y a = r 2 . Durch die Punkte 
(-f- r, 0) und (— r, 0) sind zwei Sehnen in den Kreis gezogen, 
so daß die Verbindungslinie der Endpunkte derselben lotrecht zur 
X-Achse steht. Die Verlan gerungen der Sehnen schneiden sich 
im Punkte P. Welches ist der geometrische Ort des Punktes P? 

495. Die Tangenten des Kreises y 2 + x 2 = r 2 mögen als Pola- 
ren bezüglich der Parabel y* — vr lictnichtct werden. Welches 
ist die Gleichung der Kurve, auf der die zugehörigen Pole liegen? 

496. Ein Büschel von Parabeln entspricht der Gleichung 

y* — px — &*— 0, 
in der p ein variabeler Parameter, dagegen k eine Konstante ist. 
Die Gerade Lx + My + N — möge als Polare der Parabeln des 
Büschels betrachtet werden. Auf welcher Kurve liegen die zu- 
gehörigen Pole? 

497. Gegeben sind zwei Kreise 

(* — a) 2 + y s = r t 2 und x 2 + y 2 — r 2 \ 
Von dem Punkte P sind Tangenten an diese Kreise gezogen. 
Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, wenn die Differenz 
der Tangenten gleich d sein soll? (a ~> d.) 

498. Gegeben ist der Kreis x 2 + $ s = r* und die Gerade 
x = a. Auf jedem Radius ist der dem Schnittpunkte mit dem 
Kreise zugeordnete harmonische Punkt zu bestimmen, wenn die 
beiden andern zugeordneten Punkte der Mittelpunkt und der Schnitt- 
punkt des Radius und der Geraden sind. Auf welcher Kurve liegen 
die vierten harmonischen Punkte? 

Konstruktionsaufgaben. 

499. Gegeben sind die beiden Brennpunkte F L und F s und 
ein Punkt P einer Hyperbel. Die Scheitel der Kurve sind durch 
Konstruktion zu finden. 

500. Die Lage der beiden Brennpunkte I<\ und l'\ und die 
Lage einer Taugente t sind bekannt. Es sollen die Achsen der 
Hyperbel gefunden werden. 

501. Von einer Hyperbel kennt man die Richtung der Haupt- 
achse, sowie den Brennpunkt $\ und die Tangente t mit ihrem 
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Berührungspunkte P. Der zweite Brennpunkt, die Scheitel und 
die Asymptoten sind zu bestimmen. 

502. Bekannt ist die Lage eines Brennpunktes JT lt die Lage 
einer Asymptote «j und die Größe der Hauptachse 2o. Man soll 
die Lage des zweiten Brennpunktes, die Lage der Scheitel und 
die Richtung der zweiten Asymptote finden, 

503. Man kennt den Winkel der beiden Asymptoten und 
den Abstand der beiden Brennpunkte einer Hyperbel. Wo liegen 
die Scheitel der Kurve? 

504. Von einer Hyperbel kennt man die Lage eines Brenn- 
punktes F 1 und die Lagen der drei Tangenten t 1 , ( a , f s . Man soll 
die Lage des zweiten Brennpunktes sowie die Lagen und Längen 
der Achsen finden. 

505. Von einer gegebenen Hyperbel sollen die Achsen, die 
Scheitel, die Brennpunkte und die Asymptoten gefunden werden. 

506. Gegeben sind die Eichtungen der beiden Asymptoten 
einer Hyperbel sowie die Grösse der Hauptachse. Die Lage der 
beiden Brennpunkte sowie die Länge der imaginären Achse sind 
zu finden. 

507. Es sollen die Brennpunkte einer Hyperbel gefunden 
werden, wenn die Hauptachse der Lage und Größe nach sowie 
ein Punkt P der Hyperbel gegeben sind. 

508. Gegeben ist die Hauptachse 2 a der Lage und Größe 
nach sowie die Lage einer Tangente (. Zu bestimmen sind die 
Brennpunkte und die Asymptoten. 

509. Von einer Hyperbel sind die beiden Asymptoten und 
ein Punkt P der Kurve gegeben. Wie findet man die Brenn- 
punkte und die Scheitel? 

510. Es soll eine Hyperbel konstruiert werden, von der die 
beiden Asymptoten a x und a^ sowie die Tangente t gegeben sind. 

511. Von einer Hyperbel sind die beiden Asymptoten « t und 
a 2 und ein Durchmesser d\ gegeben. Wie findet man die Richtung 
desjenigen Durchmessers, der d Y konjugiert ist? 

512. Bekannt ist der Asymptotenwinkel und die Differenz 
der Achsen einer Hyperbel. Wie lassen sich die Scheitelpunkte 
und die Brennpunkte finden? 

513. Gegeben ist die Lage einer Asymptote a x , die Rich- 
tung einer Tangente (,, der Berührungspunkt derselben P t und 
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endlich ein zweiter Punkt P a der Hyperbel. Wie läßt sich die 
Kurve konstruieren? 

514. Von einer Hyperbel kennt man die Lage des Mittel- 
punktes 0, die Richtung einer Asymptote, die Lage einer Tangente 
und das Verhältnis der Achsen. Die Kurve ist zu konstruieren. 

515. Zur Konstruktion einer Hyperbel sind zwei Punkte der- 
selben Pj und P a , der Mittelpunkt und die Lage einer Asymptote 



516. Man kennt von einer Hyperbel die Lage der einen 
Asymptote %, sowie die drei Punkte der Kurve P 1 , P a , P 3 . Wie 
läßt Eich die Konstruktion der Hyperbel ausführen? 

517. Gegeben sind die beiden Scheiteltangenten t 1 und t k , 
der Berührungspunkt der letzteren S und eine dritte Tangente (g. 
Wie findet man die Brennpunkte der Hyperbel? 

Flächeninhalt der Hyperbel. 

518. Gegeben ist die gleichseitige Hyperbel xy — <i a und auf 
derselben die beiden Punkte P, (sr,, y L ), P a (# a , y^). Wie groß 
ist der Inhalt desjenigen P lachen stücke s , welches von der Abscissen- 
achse, den beiden Ordinaten j/ lt y 2 und dem zwischen beiden liegen- 
den Bogen der Hyperbel begrenzt wird? 

Beispiel. xy = 2; ^ — i, % — 25. 
'. Die As 

Auf der Kurve liegen die Punkte P, (a? 1( y L ), P a (x, AI y a ). Es soll 
der Inhalt des Flächenstückes berechnet werden, welches von der 
X-Achse, den beiden Ordinaten y l und y 2 und dem zwischen 
diesen beiden liegenden Bogen begrenzt wird. 

Beispiel, xy — 61, « = 120°, a^ = 10, ir 2 = 17. 

520. Gegeben sind auf einer Hyperbel die beiden Punkte Pj 
und P a , weiche durch die beiden Geraden OI\ und OP, t mit dem 
Mittelpunkte verbunden sind. Wie groß ist der Inhalt des Sektors, 
welcher von diesen beiden Strahlen und dem Bogen 1\ P 2 be- 
grenzt wird? 

521. Eine Hyperbel wird durch zwei parallele Gerade in den 
Punkten P,, P a und Q ir Q 2 geschnitten. In welcher Beziehung 
stehen die beiden Sektoren OP^ und OP 2 Q s ? 
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522. Die Hyperbel « 3 j/ 2 — b 2 x 2 — — a 2 b 2 wird durch die Ge- 
rade x = d in den Punkten P 1 und P 2 geschnitten. Man verbindet 
P L und P 2 mit dem Koordinatenanfaugspunkte 0. Wie groß ist 
der Inhalt des Sektors OP t P^ 

Beispiel. 25»/ 3 - 9^=- 225, «-13. 

523. Durch die Gerade x — d wird von der Hyperbel 
a'ff 1 — 6 B a; 2 = — a"b 2 ein Segment abgeschnitten. Wie groß ist 
der Inhalt desselben? 

Beispiel. Ix 2 — 3# a = 148, a; = 5. 

524. Die Hyperbel a 2 y 2 — b 2 x 2 — — a 2 b 2 wird von den beiden 
Geraden y = -f- f und y = — ■ f geschnitten. Wie groß ist der 
Inhalt der Figur, welehe von diesen beiden Geraden und den da- 
zwischen liegenden Bogen der Hyperbel begrenzt wird? 

525. An den Hauptkreis der Hyperbel a?y 2 — b 2 x 2 = — a 2 b 2 
sind zwei Tangenten gelogt, welche der Hauptachse parallel laufen. 
Wie groß sind die vier Flächen stücke , von denen jedes durch 
einen Quadranten des Kreises, einen Bogen der Hyperbel und eine 
Tangente begrenzt wird? 



Die Kurven zweiten Grades. 

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades. 
526. Gegeben ist die Gleichung zweiten Grades 
Ax* + 2Bxy + Cf+2Bx + 2E$ + F—0, 
welche nach y entwickelt die Gestalt 
y = - B *-~ E ± I y(#*~ AC) x*+ 2 (BE - OB) x + & - CF 

annimmt. Es möge die Diskriminante der Form unter dem Wurzel- 
zeichen 

(BE~ GBf — (B 2 - AC) (E 2 - CF) oder 
A B B j 
-ÜB C E\ 
B E F\ 
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kurz mit A bezeichnet werden. Welche Kurve entspricht der ge- 
gebenen Gleichung, wenn 



)-- = 0, y)~ ^ und A oder <7^0; 



i endlich . , , 



«) - ö > °. W - p - o. ?) - o < ° ist? 

527. Es sollen die Kurven bestimmt werden, welche den fol- 
genden Gleichungen entsprechen: 

a) 3a; 2 - 2xy + / + 2fl> + 9y +5=0; 

b) x 2 + xy + y 2 4- 2x + 3y -3-0; 

c) 2a; 2 — 5a;»/ - 3^ + 9a: — 13y+10 = 0; 

d) 4a; 2 + 2x)/ - i/ a + 6x + 2y +3 = 0; 

e) 9a; 2 -12a;;/ + V — 24a; + 16f/- 9 = 0; 

f) 9a; 2 - Qxy + y 2 + ix + Zy +10 = 0; 

g) 25a; 3 + \0xy + 16)/ 2 + 70a; + 56y+ 19 - 0; 
h) 13a a 4-Uasy + öj/ 3 + Ux +10»/+ 5 = 0; 
i) 3a 2 +10a;?/+ 7y a + 4x + 1y +1 = 0; 

k) lOxy- t>f + 6x + iy -21 = 0; 
1) 3a: 2 — ixy + 5«/ 2 -30« — IG)/ -20 = 0; 
m) 3a: 2 + 2xy - y % + 8a; + 10*/+ 14-0; 
n) 4a: 2 + <df - 8a: +54^ + 85 = 0; 
o) x 2 + y* + 6a: - 4y -3=0. 

528. Gegeben ist die Gleichung 

4 x* + 2 JJsy + Cy 2 + 2 .Da: + 2 E»/ + E = 0. 
Es sollen die geometrischen ürter der Hulbieiungspimkte derjeni- 
gen Sehnen bestimmt werden, welehe a) der Y-Achse b) der 
X-Achse parallel laufen, 

Beispiele. 1. x 2 + zy + y* + 2a: +3y -3 = 0; 
2. 3a: 2 +10a:j/ + 73/ i! +4a ; + 2»/ + l = 0. 
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529. Wie gestaltet Biet das Besultat der vorhergehenden 
Aufgabe, wenn der Gleichung zweiton Grades eine Parabel ent- 
spricht? 

Beispiel. 9x 2 -~ Gxy + y 2 -}-4x + Zy + 10 = 0. 

530. Gegeben ist die Gleichung 

A<£ + 2Bxy + Cy 2 + 2Bx + 2Ey + F = Q. 
Es sollen die Koordinaten des Mittelpunktes derjenigen Kurve be- 
stimmt werden, welche der Gleichung entspricht. 

Beispiele. 1. x* + «9 + 2> a + 2« + 'Ay — 3 =0; 

2. Ax 2 +10xy +7y 2 +4x + 2y + 1 -=0; 

3. 9«* — &xy + y 2 + 4^ + 32/ + 10 = 0. 

531. Welche Bedingung muß erfüllt sein, wenn die Kurve, 
welche der Gleichung 

Ax 2 + 2 Bxy + Cf + 2 Dz + 2 Ey + F — 
entspricht, durch den Koordinatenanfangspunkt gehen soll? 

532. Es sollen die Bedingungen bestimmt werden, welchen 
die Konstanten der Gleichung 

Az 2 +2Bxy + Cy 2 + 2Bx + 2Ey + F = 
genügen müssen, wenn die entsprechende Kurve von einer der 
Koordinatenachsen berührt werden soll. 

533. Gegeben ist die Gleichung 

Ax 2 + 2Bxy + Cy* + 2Bx + 2Ey + F=0. 
Durch den Punkt (a, fc) sind Parallelen zu den Koordinatenachsen 
gezogen. Welche Gestalt nimmt die gegebene Gleichung an, wenn 
man diese lel/tcren (ieruden als Koordinatenachsen lx:tr;i,cliL.i.--,Y 

534. Durch den Mittelpunkt der Linie zweiten Grades, welche 
der Gleichung 

Ax 2 + 2Bxy + C/ + 2 Bx + 2Ey + F = 
entspricht, sind Parallelen zu den Achsen gezogen. Welche Form 
nimmt die Gleichung an, wenn die letzteren als Koordinatenachsen 
betrachtet werden? 

Beispiele. 1. x 2 + xy + y 2 + 2s + Zy - 3 = 0; 

2. 3x 2 +K}xy+ly 2 + ix + 2y + 1 = 0; 

3. 3x 3 - ixy + 5?/ 2 -30z -16)/ — 20=0. 

535. Welche Gestalt würde das Resultat der vorhergehenden 
Aufgabe annehmen, wenn der gegebenen Gleichung eine Parabel 
entspräche ? 
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536. Gegeben ist die Mittclpunktsgleiehung einer Kurve «wei- 
ten Grades 

Ä3? + %Bxy+Oy 9 + K=Q. 

Es soll das Koordinatensystem so gedreht werden, daß der Koeffi- 
zient des Produktes der Variabein versch windet. Wie groß ist 
der Drehungswinkel? Welche Gestalt nimmt die Gleichung an? 
Wie verhält sich die Konstante K bei der Drehung? 
Beispiele. 1. lOa;*— Qxy + lf -30; 
2. 9x* + 16^ — 2<V'=60. 

537. Der Gleichung 

Ax* + 2Bxy + Ctf + 2Dx + 2Ey + F= 
möge eine Parabel entsprechen. Das rechtwinklige Koordinaten- 
system soll so gedieht werden, daß die X-Achse der Achse der 
Parabel parallel läuft. Wie groß ist der Drehungswinkel? Welche 
Gestalt nimmt die Gleichung an? 

Beispiel. Oai s - Gxy + f + ix + 3«/ + 10 - 0. 

538. Wie groß sind die Achsen der Linio zweiten Grades, 
welche der Gleichung 

Zx*-ixy + 5p 9 ~SOx- 16y-20 = 
entspricht? 

539. Es sollen die Achsen der Kurve bestimmt werden, deren 

Gleichung 

4^ + 2ary~9 a + 6x + 2j/ + 3 = 
ist. 

540. Gegeben ist die Gleichung 

Ax 2 + 2Bxy + Cf + 2Dx + 2Ey + F= 0. 
Es soll die lineare Excentricität der Kurve gesucht werden, welche 
dieser Gleichung eiiLsju-iclu-. 

Beispiel. ** + xy + ^ + 2* + Sy — 3-=0. 

541. Wie groß ist der Parameter der Parabel 

9^+2433/ + 16i/ 2 + 6a; + 10j/ +3=0? 

542. Durch den Koordinatenanfangspunkt seien zwei neue 
Achsen gelegt, von denen die Abscissenachse unter dem Winkel a, 
die Ordinatenaehse unter dem Winkel ß gegen die ursprüngliche 
X-Achse geneigt sein möge. Wie lautet die Gleichung einer Linie 
zweiten Grades, wenn dieselbe auf dieses neue Achsensystem be- 
zogen wird? 
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543. Durch wieviele Punkte ist die Lage einer Linie zwei- 
ten Grades bestimmt? Wie lautet die Gleichung dieser Linie, 
wenn die nötige Anzahl von Punkten gegeben ist? 

544. Wie gestaltet sich das Resultat der vorhergehenden Auf- 
gabe, wenn drei von den gegebenen Punkten z. B. die drei letzten 
in einer geraden Linie liegen? 

545. Durch wieviele Punkte ist die Lage einer Parabel voll- 
ständig bestimmt? 

546. Ein Punkt geht von dem Koordinatenanfangspunkte aus 
und durchläuft eine Linie zweiten Grades. Dabei gelangt er zu 
den Punkten ic, = 2, ft — 2; ^ = 18, & — 6; % — 32, y 3 = 8; 
& 4 = 72, ^ 4 = 12. Welches ist die Gleichung der Kurve? 

547. Welche Linie zweiten Grades läßt sich durch die Punkte 
9^ = 3, y, = 7; ^=—2, ?/ a =— 8; «, = 11, y t — 81; £ 4 = 9, 
y 4 =-2; x 6 = 17, #r,= l legen? 

548. Gegeben sind fünf Punkte: 



15-1/7 
s.i="T> #4 = 2 ; ^=s> »8™ — g — 

Es soll die Linie zweiten GradeB bestimmt werden, welche durch 
diese Punkte hindurchgeht. 

549. Man soll die Linie zweiten Grades bestimmen, auf 
welcher die fünf Punkte 

i— 2 

sc, 8, */!— 0; a: 2 = 3, 2/j = "Ki|' <% = 4, J/ 3 = - -^=; 

liegen. 

550. Es soll die Gleichung einer Parabel gefunden werden, 
welehe die X-Achse in dem Punkte (4, 0), die Y-Achse in dem 
Punkte (0, 3) berührt. 

551. Wie heißt die Gleichung einer Parabel, welehe die 
positiven Teile der Koordinatenachsen berührt und durch die Punkte 

28 + 8V6" , , 27-121/2 

*i— 3 ' yi = 1 i «a- 1 - & 4 — 

552. Es soll eine Linie zweiten Grades gefunden werden, 
welche von den beiden Koordinatenachsen berührt wird und zwar 
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von der F-Aecse im Punkte (0, 4), außerdem aber durch die bei- 
den Punkte 

x i— a> Vi = — li _ 

£ 3 = -3, ft — 10 + -| -VlÖ 
geht. 

Geometrische Örter. 

553. Zwischen den Schenkeln eines Winkels « bewegt sich 
eine Linie von konstanter Länge 5. Welche Kurve beschreibt ein 
Punkt P derselben? 

554. Die konstante Grundlinie c eines Dreiecks liegt fest, 
ebenso der Punkt Q, iu welchem dieselbe von dem anbesehriebe- 
nen Kreise berührt wird. Welches ist der geometrische Ort der 
gegenüberliegenden Spitze Ci 

555. Auf der Y- Achse liegt der Punkt P (0, y t ). Durch ihn 
ist ein Strahl gezogen, welcher die X-Achse und die Gerade g 
(jj =1 Mx) schneidet. Welches ist der geometrische Ort des Halbie- 
rungspunktes desjenigen Abschnittes, der zwischen der Geraden g 
und der X-Achse liegt? 

556. Gegeben ist die Gerade g, welche der Gleichung y = x 
entspricht. Auf welcher Kurve liegt der Punkt P, wenn die Summe 
der Quadrate seiner Abstünde von der Geraden g und der F-Aehse 
gleich k 2 sein soll? 

557. Gegeben sind zwei sieh schneidende Gerade y =M$ und 
y = 0. Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, für den 
die Differenz der Quadrate der Entfernungen von den beiden Ge- 
raden gleich <2 a ist? 

558. Gegeben sind zwei sich schneidende Gerade y — M% 
und y = 0. Von einem Punkte P sind auf beide Gerade Lote 
gefüllt, so daß das Rechteck aus denselben gleich if ist. Welches 
ist der geometrische Ort des Punktes P? 

559. Von einem Dreieck liegt die Grundlinie c fest und die 
Differenz der Winkel an derselben bat einen konstanten Wert. 
Welches ist der geometrische Ort der Spitze dieses Dreiecks? 

560. Die Seite All des Dreiecks ABC falle mit dem posi- 
tiven Teile der X-Achse, der Eckpunkt A mit dem Koordinaten- 
anfangspunkte zusammen. Auf welcher Linie bewegt sich der 
Schwerpunkt des Dreiecks, wenn die Seite rt und der Winkel A 
konstant, die übrigen Stücke veränderlich sind? 
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561. In einem Dreieck ABC sei die Seite b und der Winkel B 
konstant, die übrigen Stücke veränderlich. Welches ist der geo- 
metrische Ort des fünften merkwürdigen Punktes? Welche Gestalt 
nimmt das Resultat an, wenn der Winkel B gleich 90° ist? Die 
Lage des Dreiecks sei dieselbe wie in Aufgabe 560. 

562. Gegeben ist das Dreieck ABC. Welches ist der geo- 
metrische Ort des fünften merkwürdigen Punktes, wenn die Reite b 
and der Winkel A konstant, die übrigen Stücke veränderlich sind? 
Über die Lage des Dreiecks siehe Aufgabe 560. 

563. Welche Linie beschreibt der Höhenpunkt des Dreiecks 
ABC, wenn die Grundlinie c konstant ist und die in Aufgabe 560 
angegebene Lage hat, die gegenüberliegende Spitze C aber auf der 
Geraden y = Mx -\- n fortrückt? 

564. Jede Abseisse des Kreises x* + # 2 = *"* Bei um das 
n -fache der zugehörigen Ordinate vergrößert. Welches ist der 
geometrische Ort der Endpunkte der Ordinaten? 

565. Gegeben ist die Ellipse a 2 ^ 2 + fc 2 :K 2 = a 3 b a . Auf wel- 
cher Linie liegen die Halbiernngs punkte aller derjenigen Sehnen, 
welche durch den Punkt (ä^,^) gehen? 

566. Gegeben ist ein Kreis, dessen Gleichung if — 2r, ■■;-■- ;>■ 
ist. Der Durchmesser AG desselben läuft der Y-Achse parallel. 
Durch A ist ein Strahl 8 gezogen, welcher die Peripherie in II, 
die Y-Achse in D schneidet. Verbindet man den Mittelpunkt M 
des Kreises mit I), zieht man ferner die Gerade HG, so schnei- 
den sich diese Linien in P. Welche Linie beschreibt der Punkt P, 
wenn der Strahl S um A gedreht wird? 

567. Gegeben ist der Punkt A(p,p t ) und der Punkt B(x s ,y 2 ). 
Ein Strahl durch A gezogen schneidet die X-Achse in B, Man 
verbindet B mit I) und errichtet auf dieser Verbindungslinie in 
D ein Lot, welches den Strahl AB in P trifft. Welche Linie 
beschreibt der Punkt P, wenn der Strahl AB um A gedreht 
wir. IV 

Beispiel. £-5; tf 2 = 3, y a = l. 

568. Gegeben sind drei Punkte A (0, »/,), P(# a ,0), C(x 3 ,y^ 
und die Gerade g, deren Gleicbuüg x — a — ist. Durch A sei 
ein Strahl S gezogen, der die JX-Achse in K, die Gerade g in 
F schneiden möge, ferner sei B mit F und C mit K verbunden. 
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Welche Linie beschreibt der Schnittpunkt P dieser beiden Ver- 
bindungslinien, wenn der Strahl S um A gedreht wird? 
Beispiel. y,=4; 3^ = 3; # 3 = 8, &, = 5; 
a =5. 

569. Gegeben sind die Geraden 

(<?) | + | = i, (ffj »-20 + 10 = 0. 

Durch den festen Punkt (8, 6) der letzteren Geraden geht ein 
Strahl, der G in C schneidet. Zieht man durch C eine Parallele 
zur X- Achse, die G t in D trifft, und verbindet J) mit dem Punkte 
(0, 3), so schneidet diese letztere Linie den durch A gehenden 
Strahl in P. Welches ist der geometrische Ort von P, wenn der 
Strahl um A gedreht wird? 

570. Auf der Geraden y -= 6 liegt der feste Punkt K(a, h). 
K sei mit dem Koordinatenanfangs punkte verbunden, und eine 
Parallele zu dieser Verbindungslinie schneide die T-Achse in T, 
die Gerade (y = b) in L. Man verbinde den Punkt M (~ a, 0) 
miti, fernerden Punkt N (a, 0) mit J^, und bezeichne den Schnitt- 
punkt dieser Verbindungslinien mit P. Es soll der geometrische 
Ort des Punktes P gesucht werden. 

571. Gegeben ist der Kreis y*+o? = r* und die Tangente 
y = r desselben. Von zwei Punkten der letztern, welche um die 
Strecke « von einander entfernt sind, sind zwei Tangenten an den 
Kreis gelegt. Der Schnittpunkt dieeer beiden Tangenten ist P. 
Es soll der geometrische Ort des Punktes P gefunden werden. 

Die Kurven zweiten Grades und die gerade Linie; 
Enveloppen. 

572. Gegeben sind eine Kurve zweiten Grades 
Ax 2 + 2Bxy + <V + 2Dx + 2Ey + .F ~ 

und eine Gerade y = Mx + «. Wann werden die Schnittpunkte 
dieser beiden Gebilde getrennt und reell sein? Wann fallen sie 
zusammen? Wann sind sie imaginär? Welcher Ordnung gehurt 
die Kurve zweiten Grades an? 

573. In welchen Punkten wird die Linie zweiter Ordnung 

tf 2 + xy + 2> 2 + 2tf + Sjj -3 = 
von der Geraden y + 2a; +3 = geschnitten? 
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574. Es aollen die Punkte bestimmt werden, in denen die 
Linie zweiter Ordnung 

9a; s — &xy + f + A.a> + Zy + 10 — 
von der Geraden y A-2x + 2 = geschnitten wird. 

575. Gegeben sind zwei Geradenpaare i 1 =0, £ 2 = und 
L' t = 0, i' E =0, Dureh die Punkte, in welchen das erste Paar 
von dem zweiten geschnitten wird, ist eine Linie zweiter Ordnung 
zu legen. Welches ist die Gleichung derselben? 

576. Die Koordinatenachsen werden von den beiden Geraden 

*+!._!, * + *~l 
Pi 9, Pa ?s 

in vier Punkten geschnitten. Es soll die Gleichung eines Kegel- 
schnitts bestimmt werden, der durch die Punkte hindurch geht. 
Für welchen Wert des Parameters h ist der Kegelschnitt eine 
Parabel? 

577. Die beiden Geraden 

4^3 ' 2^1 

werden von den Geraden 

y = 2x — 5, y = x + % 
in vier Punkten geschnitten. Es ist dureh die Schnittpunkte ein 
Kegelschnitt zn legen, welcher zugleich durch den Koordinaten- 
anfangspunkt geht. Welches ist die Gleichung der Kurve? 

578. Die beiden Geraden 

2y-of—0, J/-2X — 
werden von dem Gor adenpaare 

x + 2y-2 =0, 2x +5«/- 6 = 
geschnitten. Es soll die Gleichung des Kegelschnittes bestimmt 
werden, der durch die vier Schnittpunkte und durch den Punkt 
x 1 =Q, &«=1 geht. 

579. Die beiden Geraden 

3»/ — # = 0, 2y — 3x — 
werden von dem Geradenpa^re 

x + y — 1 = 0, 2x+3y — 6 = 
in vier Punkten geschnitten. Es soll durch die Schnittpunkte ein 
Kegelschnitt gelegt werden, welcher von der X-Achse berührt wird. 
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580. Durch die Punkte, in welchen das Geradenpaar 
2y — x = 0, y — 2x = 
von den beiden Geraden 

£ + 2?/ -2 = 0, l ix + 5</- 6=0 
geschnitten wird, ist ein Kegelschnitt zu legen, dessen Mittelpunkt 
sich auf der Y-Achse befindet. Welches ist die Gleichung des- 



581. Von einem Punkte P sind zwei Sekanten in einen Kegel- 
schnitt gezogen. Wie verhalten sich die Rechtecke, von denen 
jedes aus den Anschnitten einer Sekante gebildet wird? Welches 
Resultat ergiebt sich, wenn die Sekanten so verschoben werden, 
daß sie ihren ursprünglichen Richtungen parallel bleiben? 

582. Wie gestaltet sich das Resultat der vorhergehenden 
Aufgabe, wenn die Linie zweiter Ordnung eine Parabel ist und 
die eine Sekante der Achse der Parabel parallel läuft? 

583. Gegeben ist die Gleichung einer Linie zweiter Ordnung 
iu Punktkooi-dinai.cn 

Ax s + 2Bxy + Cy 2 +2Dx+2Ey+F=0. 
Welches ist die Gleichung dieser Kurve in Linienkoordinaten? 

584. Gegeben ist eine Gleichung zweiten Grades 
A 1 M ! + 2£ 1 w?; + C,« 3 -r-2Z) 1 w-i-2.E 1 «+.F 1 = 0, 

in der w und v Linienkoordinaten sind. Wann entspricht dieser 
Gleichung eine Ellipse, wann eine Parabel, wann eine Hyperbel? 

585. Welche Bedingungen müssen erfüllt sein, wenn der 
Gleichung 

A 1 u* + 2B l «v + C l v i + 2D 1 u + ZE 1 v+F 1 = 
zwei Punkte entsprechen sollen? 

586. Unter welchen Bedingungen entspricht der Gleichung 
A 1 u 2 + 2B i uv + C<y + 2D 1 u + 2E 1 v + F 1 *=0 

ein einziger Punkt? 

587. Welches Gobilde entspricht der Gleichung 

21m* + 17m« -f 2*> 8 +10w +3^ + 1 = 0? 

588. Bestimme das Gebilde, dessen Gleichung 

26u s + 30»t> + 9v* + 10« + 6« + 1 — 
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589. Die Seiten eines Dreiecks entsprechen den Gleichungen 

y - 0, y — x — 0, 2# + * - 10 = 0. 
Von einem Punkte P der Grundlinie y = sind Lote auf die 
beiden andern Seiten jrei'iiiii . und c.3 1 > ; .Fußj.mnkte der Lote durch 
eine Gerade verbunden. Welches ist die Enveloppe der Verbin- 
dungslinien, welche man erhält, wenn der Punkt P längs der 
Grundlinie fortrückt? 

590. Gegeben sind die beiden Geraden 2y — #-=0, # — 3a; = 
und der Punkt P, dessen Koordinaten »( = 10, ^ = 10 sind. Im 
Punkte P liegt der Scheitel eines rechten Winkels, dessen Schen- 
kel die gegebenen Geraden in den Punkten Q und M schneiden, 
so dass PQIi ein rechtwinkliges Dreieck ist. Welche Kurve hüllt 
die Hypotenusen der rechtwinkligen Dreiecke ein, die man erhält, 
wenn der rechte Winkel um P gedroht wird? 

591. Gegeben ist ein Kreisbüschel, welches der Gleichung 

y 2 +x 2 — 2kx — S a —0 
entspricht. Durch den Punkt (0, 8) ist die Sekante ;/ + x — ä = 
gezogen, und in den Punkten, wo dieselbe die Kreise schneidet, 
sind Tangenten an die letzteren gelegt. Welche Kurve hüllt diese 
Tangenten ein? 

592. Von dem Punkte P(fc,0) sind Sekanten in den Kreis, 
y % + # 2 = r 2 gezogen , und auf jeder dieser Sekanten in den Punkten, 
in welchen sie von dem Kreise geschnitten wird, Lote errichtet. 
Von welcher Kurve werden diese Lote eingehüllt? Wie gestaltet 
sich das Resultat, wenn k ■-, r gesetzt wird? 

593. Gegeben ist ein System kenfokaler Kegelschnitte, wel- 
ches der Gleichung a 2 y 2 + (a 2 — e 2 ) x 2 — a 2 (a 2 — e 2 ) entspricht, 
und der Punkt P (% , */ 1 ). Welche Kurve hüllt die Polaren des 
Punktes P bezüglich der Kurven des Systems ein? 

594. Ein System konfokaler Kegelschnitte, welches der Glei- 
chung «V+ (a 2 — 4) x 2 ~ a $ (a 2 — 4) entspricht, wird von der 
Geraden y — x — 2 geschnitten. An jede Kurve seien in den 
!? eh mti|-) unkten Tangenten gelegt. Es soll die Kurve bestimmt 
werden, welche diese Tangenten einhüllt. 

595. Durch den Koordinatonanfangspunkt sind Gerade zu ziehen, 
welche den Kegelschnitt 

Ax 2 + 2Bxy + (V + 2Dx + 2Ey + F - 
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in unendlich fernen Tunkten schneiden. Welches sind die Glei- 
chungen derselben? 

596. Welches Resultat ergiebt sich nach der Lösung der vor- 
i Aufgabe für die unendlich fernen Punkte der eiuzel- 



597. In welchem Verhältnis wird die Verbindungslinie der 
beiden Punkte P 1 {x 1 ,t/ 1 ) und P 2 (x 2 ,y i ) durch den Kegelschnitt 

Ax a + 2Bxy + <V+ 2i>x + %Ey + ** — 
geteilt? 

Tangenten und Asymptoten der Kurven 
zweiten Grades. 

598. Gegeben ist der Kegelschnitt 

Ax a + 2Bxy + Cy* + 2D% + %Fy + F— 
und auf demselben der Punkt P{x^,y^}. Welches ist die Glei- 
chung der Tangente des Kegelschnittes in diesem Punkte? 

Beispiel. ix s + 2xy — y 2 - ix - 8y ~ 11 = 0; x 1 = 2, 
* - - 3. 

599. An einen gegebenen Kegelschnitt ist im Punkte P des- 
selben eine Tangente zu legen. Wie läßt sich die Konstruktion 
ausführen? 

600. Wieviele Tangenten lassen sich von einem Punkte P (x, , #-,) 
an einen Kegelschnitt legen, dessen Gleichung 

Ax a + 2Bxy + Cy* + 2Bx + 2Ey + F — 
ist? Welcher Klasse gehören demnach die Kegelschnitte an? 

601. Es sollen die Gleichungen der Tangenten bestimmt wer- 
den, welche sich von dem Koordinatenanfangspunkte an den Kegel- 
schnitt 

x 2 + xy + f + 2x + 6 s - 3 = 
ziehen lassen. 

602. Welches sind die Gleichungen der Tangenten, die sich 
von dem Punkte #, = 0, ^-=2 an den Kegelschnitt 

I0xy — 2y a +6x + iy — 21 = 
ziehen lassen? 

603. Es soll der Winkel bestimmt werden, den die vom 
Koordinatenanfangspunkte an den Kegelschnitt 

Ax 2 + 2Bxy + Cy 2 +2Dx + 2Ey+F=0 
gelegten Tangenten mit einander einsehließen. 
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604. Es soll die Gleichung eines Kegelschnittes gefunden 
werden, der von den Geraden 

L t x + M^y +2^ = 0, LiX + S^y+N^—O, 
L s x + M i y + N a = 0, LiX + Mtf + Nt — O, L s x + M b y + N 6 -~0 

berührt wird. 

605. Es soll der Kegelschnitt bestimmt werden, der von den 
Geraden 

x = 0, y = 0, x + y — 1 — 0, 2x — y +4 = 0, x-2y + 6^0 
berührt wird. 

606. Welches sind die Gleichungen der Asymptoten eines 
Kegelschnittes, dessen Gleichung 

Ax* + IBxy + Cy* + 2Dx + 2Ey + F= 
ist? 

Beispiele. 1. 4*»+2*jr- f +6% + 2y + 3 = 0; 
2. 3a? - ixy + by* - 30a - 16y — 20 = 0. 

607. Es sollen die Koordinaten des Schnittpunktes der Asymp- 
toten eines Kegelschnittes bestimmt werden. 

608. Wie groß ist der Winkel, den die Asymptoten eines 
Kegelschnittes einschließen? 

Beispiel. Zx 2 + 2xy - f+ 8s + 10#+ 14 — 0. 

609. Es sollen die Gleichungen der Geraden gefunden wer- 
den, welche die Asymptotenwinkel des Kegelschnittes 

Ax* + 2Bxy + Cy s +2Dx + 2Ey + F= 
halbieren. 

Beispiel. ^+kj/ + 2/ s + 23!+3 ? /-3 = 0. 

Pole und Polaren, Durchmesser. 

610. Wie heißt die Gleichung der Polare des Punktes P(x u y,) 
bezüglich des Kegelschnittes 

Ax*+ 2Bxy + C&" + 22>a + 2Ey + F - 0? 
Welche Form nimmt die Gleichung an, wenn der Pol mit dem 
Koordinatenanfangspunkte zusammenfällt? We liegt die Polare, 
wenn der Pol der Mittelpunkt des Kegelschnittes ist? 

Beispiel. lOaiy— 2y* + Gx + iy — 21 = 0; % 5, &=7. 

611. Die Gerade Lx+My + N^O möge als Polare be- 
züglich des Kegelschnittes 

A3? + 2Bxy + Cy i + 2Dx + 2Ey + F=0 
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betrachtet werden. Welches sind die Koordinaten des zugehörigen 
Poles? 

Beispiel. lz i + 2xy — y* + &X + 2y + 3 = 0; 5x — y + 4 = 0. 

612. Wo liegt der Pol, wenn die Polare bezüglich des Kegel- 
schnittes durch den Mittelpunkt des letzteren geht? 

613. Die Punkte der Geraden Lx + My +W= mögen als 
Pole des Kegelschnittes 

Ax" + 2Bxy + Cy s + 2Dx + 2Ey + F= 
betrachtet werden. Welche Lagen haben die zugehörigen Polaren? 

614. Die Strahlen eines Büschels mögen als Polaren eines 
Kegelschnittes betrachtet werden. Auf welcher Linie liegen die zu- 
gehörigen Pole? 

615. Von dem Punkt« Pfo, J/ ( ) sind Sekanten in den Kegel- 
schnitt 

Ax*+2Bxy + Cy 2 + 2Dx + 1Ey + F=0 
gezogen. Auf jeder Sekante ist der Punkt Q zu bestimmen, wel- 
cher mit P die Strecke zwischen den Schnittpunkten des Kegel- 
schnittes und der Sekante harmonisch teilt. Welches ist der geo- 
metrische Ort des Punktes Q1 

616. Auf einer Geraden g liegen vier harmonische Punkte. 
Es ist zu zeigen, daß die Polaren dieser Punkte bezüglich des 
Kegelschnittes 

Ax 2 + 2Bxy + Cy* + 2D%-r2Ey+F=t) 
ein harmonisches Büschel bilden. 

617. Gegeben sind der Punkt P und der Kegelschnitt K. 
Es soll die Polare des Punktes P bezüglich des Kegelschnittes K 
durch Konstruktion gefunden werden, 

618. Gegeben sind die Gerade g und der Kegelschnitt K. 
Es soll der der Geraden g zugehörige Pol bezüglich des Kegel- 
schnittes durch Konstruktion gefunden werden. 

619. Von einem Punkte P sollen an einen Kegelschnitt K 
die beiden Tangenten gelegt werden. 

620. Gegeben ist ein Kegelschnitt K, ferner vier Punkte 
desselben P lt P 2 , P s , P i und eine Tangente I, Wie lassen sich mit 
Hülfe der gegebenen Stücke Tangenten an den Kegelschnitt legen? 

621. Gegeben sind drei Gerade i, = 0, i a = 0, £ 3 = 0. 
Es soll die Gleichung eines Kegelschnitts bestimmt werden, der 
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von den beiden ersten Geraden berührt wird and zwar in den 
Punkten, in welchen dieselben von der dritten Geraden geschnitten 
werden. 

622. Es soll die Gleichung einer Parabel gefanden worden, 
welche von den Geraden 3y — x— 12=0 und 2# + a + 6 = 
berührt wird und »war so, daß die Gerade hx + Zy — 15 — 
Polare des Schnittpunktes jener Tangenten ist. 

623. Welches ist die Gleichung eines Kegelschnittes, der 
durch den Koordinatenanfangspunkt geht, ferner die beiden Ge- 
raden y — x — 3 = 0, y — 2% -{-2 — zu Tangenten und die Ge- 
rade y + # — 1 = zur Berühr ungssehne derselben hat? 

624. Gegeben sind drei Gerade 

L t = y — x — 3 = 0, £ 2 = 2s/ + # + 2 = 0, 

ij = 2y+5<r — 10 = 0. 

Es soll ein Kegelschnitt bestimmt werden, der von der X-Achse 

berührt wird, der ferner i, und L 2 zu Tangenten hat, so daß 

I, 3 Polare des Schnittpunktes von L t und L. 2 ist. 

625. Von einem beliebigen Punkte eines Kegelschnittes sind 
auf zwei feste Tangenten und dio Polare des Durch Schnittpunktes 
der letzteren Lote gefällt. Wie verhält sich das Rechteck aus 
den beiden ersten Loten zum Quadrate über dem dritten Lote? 

626. Es soll die Gleichung der Polaren des Punktes P be- 
züglich eines Kegelschnittes bestimmt werden für den Fall, daß 
der Punkt P auf der unendlich fernen Geraden liegt. In welchem 
Verhältnis wird jede nach dem unendlich fernen Pol gelichtete 
Sehne des Kegelschnittes durch die Polare geteilt? (Durchmesser.) 

627. Es ist zu zeigen, daß die Durchmesser eines Kegel- 
schnittes ein Büschel bilden. Wo liogt der Mittelpunkt des Büschels? 

628. Gegeben ist die Gleichung eines Durchmessers eines 
Kegelschnittes y — j/ = M (x — £ ), wo x Q , y die Koordinaten 
des Mittelpunktes sind. Welches ist die Gleichung des konjugier- 
ten Durchmessers? 

629. Es sollen die Gleichungen der Durchmesser eines Kegel- 
schnittes bestimmt werden, welche den Asymptoten desselben kon- 
jugiert sind. 

630. Welches sind die Gleichungen dor konjugierten Durch- 
messer eines Kegelschnittes, die sich rechtwinklig durchsch neiden? 
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Das Kegelschnittbüschel. 

631. Gegeben sind die beiden Kegelschnitte 

V x = A L tf + 2B lX y + Oy + 2D lJC + S^J + -F ( = 0, 

U 2 = A^x* + 1B 2 xy + C*y + 2D 3 x + 2E s y + F, - 0. 

In wieviel Punkten schneiden sich dieselben? Welcher Gleichung 

entsprechen alle Kegelschnitte, die durch die Schnittpunkte der 

gegebenen Kurven D^p-0, TJ S = hindurchgehen? 

632. Es sollen die Parabeln bestimmt werden, welche zu dem 
Kegelschnittbilschel U , + k U 2 = gehören. Es sei 

P, = A 1 x i + 2B^y + C^ 3 + 21> x x + 1E t y + F 1 - 0, 
7, = 4^ + 2^*j + C s » 1 + 22) 1 fl; + 2^+^ = 0. 
Beispiel. U ± = x" + xy + y* + 2a + 3p - 8 = 0, 
y s = 3» 2 +2^ — ;/ 2 + 8^ + 10^ + 14=0. 

633. Wie viele Geradenpaare enthält das Kegelschnittbüschel 

634. Welche Geradenpaare gehören zu dem Kegelschnitt- 
büschel 1^+ feZ7j = 0, wenn 

77t = 13# ä + 8*y — 16y a -42a;+39ff — 5-=0, 
P 2 = 6k s +10«/ 3 — 21a: -57^ +65 =0 
ist? 

635. Welcher Bedingung müssen die Konstanten in den Gleichun- 
gen der Fundamentalkurven des Kegelschnittbüschels P, + k U 2 = 
genügen, wenn au den Kurven des Büschels ein Kreis gehören soll? 

636. Wie viele Kegelschnitte des Büschels P, + k P a = wer- 
den von der X-Achse, wie viele von der F-Achse berührt? 

637. Gegeben ist ein Kegelschnittbüschel P, + fcP s =0. Auf 
welcher Kurve liegen die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die zu 
diesem Büschel gehören? 

Beispiel. P, = 3 a:*- ixy + 5f- 30a: - l&y - 20 - 0, 
17,S^ + J«» - s 1 + 6« + 2y + 3 -0. 

638. Gegeben ist das Kegelschnittbüschel P, + fc P a = und 
der Punkt P (at, , #[). Wie liegen die Polaren des Punktes P be- 
züglich der Kurven des Büschels? 

639. Durch das Kegelschnittbüschel P, + k U 2 «= ist eine 
Transversale S gelegt. Es ist zu zeigen, daß die Punkte, in denen 
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die Kegelschnitte von der Transversale geschnitten werden, eine 
involutorische Punktreihe bilden. 

640. Die Gerade Zx -J- M y + N = möge als Polare he- 
züglich der Kegelschnitte des Büschels U 1 + h U 2 = betrachtet 
werden. Auf weleher Kurve liegen die zugehörigen Pole? 

Beispiel. Ü 1 = i<^+2xy — g i + Gx + 2p +3 — 0, 
U^= x" + xp + y % + 2* + Sp - 3 - 0. 
Die Gleichung der Geraden ist: &x — #4-4=0. 

641. Wie gestaltet sich das Resultat der vorhergehenden Auf- 
gabe, wenn die gegebene Gerade eine gemeinsame Sehne der Kegel- 
schnitte des Büschels ist? 

642. Gegeben ist ein Kegelschnitt P, =" 0, die Tangente 
i, = desselben im Punkte P, (x 1} i/,) und eine Sekante L% = 0. 
Welcher Gleichung entspricht das Büschel aller Kegelschnitte, welche 
von i t =-0 im Punkte Pj berührt werden und durch die Schnitt- 
punkte von U 1 = und Z % = hindurchgehen? 

643. Gegeben sind: der Kegelschnitt 

U l = ix 2 -{-2xy -~y 2 — ix — 8y — 11 — 0, 
eine Tangente desselben Z, = 3a: + V — 3 = und eine Sekante 
L % = 2» — y — 1 ■= 0. Es soll die Gleichung eines Kegelschnittes 
bestimmt werden, der mit U l in demselben Punkte von L x be- 
rührt wird, ferner durch die Schnittpunkte von U 1 und L 2 und 
endlich durch den Koordinaten ant'angspunkt geht 

644. Der Kegelschnitt E^ — wird von der Geraden Z 1 = 
im Punkte P,^,^) und von der Geraden i ä = im Punkte 
P s (r s , ?/ s ) berührt. Es soll die Gleichung eines Büschels von Kegel- 
schnitten bestimmt werden, welche U 1 in P 1 und P s berühren. 

645. Die Hyperbel 3x 2 + 2xy — y s + 8x + lOy + li= 
wird von der Geraden bx — y — 2 ~ in den beiden Punkten P 2 
und P 2 geschnitten. Es soll die Gleichung einer Parabel bestimmt 
werden, welche die Hyperbel in den heiden Punkten P 1 und P a 
berührt. 

Konstruktionsaufgaben. 

646. Zur Konstruktion eines Kegelschnittes sind die beiden 
Brennpunkte F 1 und P' a , sowie die Tangente t gegeben. 

647. Von einem Kegelschnitte sind die beiden Brennpunkte 
F l , JF S und ein Punkt P gegeben. Die Konstruktion ist auszu- 
führen. 
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74 Die Kurven zweiten Grades. 

648. Man kennt von einem Kegelschnitte die Lage eines Brenn- 
punktes f ( , sowie die dreier Tangenten t 17 i s , t s . Wie laßt sieh 
die Konstruktion desselben ausfahren? 

649. Es soll ein Kegelschnitt konstruiert werden, wenn ein 
Punkt desselben P, ein Brennpunkt F t und zwei Tangenten tf, und 
h gegeben sind, 

650. Gegeben sind von einem Kegelschnitte zwei Punkte P 1 
und P a , der Brennpunkt 1>\ und eine Tangente t t . Der Kegel- 
schnitt ist zu konstruieren. 

651. Durch die Punkte Pj, P 2 , P 3 ist ein Kegelschnitt zu 
legen, welcher den Punkt F L zum Brennpunkte hat. 

652. Zur Konstruktion eines Kegelschnittes sind gegeben: 
der eine Brennpunkt F lt der nächstliegende Scheitel A 1 und die 
Tangente t v 

653. Es soll ein Kegelschnitt gezeichnet werden, von dem 
der Brennpunkt F t , die beiden Tangenten \ und ( ä und die Rich- 
tung der Hauptachse bekannt sind. 

654. Durch die beiden Punkte P 1 und P 2 ist ein Kegelschnitt 
zu legen, der den Punkt F x zum Brennpunkte und eine Haupt- 
achse von der Länge 2 a hat. 

655. Gegeben sind von einem Kegelschnitte der eine Brenn- 
punkt F lt die zugehörige Direktrix d x und eine Tangente t v Der 
Kegelschnitt ist zu konstruieren, 

656. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Punkt P, eine 
Tangente t t mit dem Berührungspunkte P 1 und eine Direktrix d s . 
Wie findet man den der Direktrix zugehörigen Brennpunkt? 

657. Ein Kegelschnitt soll konstruiert werden, welcher durch 
die beiden Punkte P l und P 3 geht, die Strecke P 1 P 2 zum Durch- 
messer und die Gerado ä x zur Direktrix hat. 

658. Um den Mittelpunkt ist ein Kegelschnitt zu beschrei- 
ben, welcher die Gerade d zur Direktrix hat, so daß die Gerade p 
Polare des Punktes P bezüglich der Kurve wird. 

659. Es soll ein Kegelschnitt konstruiert werden, der durch 
den Punkt P geht und die Gerade a\ zur Direktrix hat; und zwar 
möge die Gerade^ Polare des Punktes P l bezüglich der Kurve sein, 

660. Von einem Kegelschnitte sind fünf Punkte P n P ä , P 3 , P 4 , 
P 5 gegeben. Zu finden sind: a) ein sechster Punkt der Kurve, 
b) der Mittelpunkt. 



Hosted by 



Google 



Konstruktionsaufgaben. 75 

661. Von einem Kegelschnitte sind fünf Punkte P lt P 2 , P 8 , 
P 4 , P E gegeben. Wie lassen sich die Tangenten konstruieren, die 
den Kegelschnitt in diesen fünf Punkten berühren? 

662. Gegeben sind von einem Kegelschnitte die Punkte P„ 
P ä , P 3 , eine Tangente t und der Berührungspunkt derselben P 4 . 
Es soll ein fünfter Punkt desselben dnrch Konstruktion gefunden 
werden. 

663. Ein Kegelschnitt möge von der Geraden t y im Punkte P L , 
von der Geraden / ä im Punkte P ä berührt werden. Wie läßt sich 
im Punkte P 3 an denselben eine Tangente legen? 

664. Fünf Tangenten t lt t%, ( 8 , t A , f 5 eines Kegelschnittes 
sind der Lage nach gegeben. Es soll eine sechste Tangente des- 
selben durch Konstruktion gefunden werden. 

665. Von einem Kegelschnitte sind fünf Tangenten ( n ^, t äl 
t A , (g gegeben. Es sollen die Berührungspunkte dieser fünf Tan- 
genten bestimmt werden. 

666. Von einem Kegelschnitte sind fünf Tangenten *,, ^, fc,, 
h' h gegeben. Wie läßt sich die Lage des Mittelpunktes durch 
Konstruktion ermitteln? 

667. Gegeben sind drei Tangenten t lt t 3 , t g und der Mittel- 
punkt eines Kegelschnittes. Wie läßt sich die Kurve konstruieren? 

668. Von einem Kegelschnitte sind drei Tangenten t y , t^ t 3 
nnd die Berührungspunkte der beiden ersten P,, P 2 gegeben. Der 
Berührungspunkt der dritten Tangente soll f 
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Die Parabel. 

1. Da nach der Aufgabe die Koordinaten des Punktes P der 
Relation x + — = l/«/ 2 + (# — j) genügen müssen, so ergiebt 

sich als Gleichung des geometrischen Ortes y % = px. 

2. f = llx. 

3. (j/-b) a -±p (<s-a). 

Beispiel. 2j B + 12y — 11* + 73 = oder 
2/+ 12# + IIa-- 37 = 0. 

4. (y + 7 ) s = 4 (a - 3). 

5. Der Parameter ist p — -f » die Koordinaten des Scheitels 
sind: aij = -— 2, #, = ji die des Brennpunktes: x a = — lyji i/ 8 "» J- 

6. Die Parabel geht über in eine Doppelgerade, welche mit 
der X-Achse i 



7. «, =. 0, ft = 0; iBj= ~ s , y.=- ± -■ 

Beispiele, a) x 2 =^i £«= ± l^i 
b) a;,— 68, y_— + 34. 

8. 31y + 12 ]/6a: ± 15 1^5 =0; d= 10,25. 

9. yf— 10y2y 1 — 20#,. 

10. e = - J c ^ b - oder f -• 

4 sin* - 

11. Soll Q=p sein, so muß sin - = ■*-, also £.# = 60° 

sein. Einen Minimalwert besitzt p für L9—180 10 , da der Nenner 

des Bruches — -in diesem Falle ein Maximum ist. Durch 

4sm>- 

Einsetzung yon-ö = 180° erhält man ? — — ■ 

12. Man erhält a) für L& = 45°, 9— 10,24264, 

b) „ L# = 60°, q — 6. 
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sin" 9 
Beispiel, s — 119,6 



14. Es ist p, . o, — : . -- = 

ei KS 4 sin 8 ai 



Das Rechteck aus den Abschnitten einer Brennpunktsehne der 
Parabel ist demnach gleich dem aus der ganzen Sehne und dem 
Abstände des Brennpunktes vom Seheitel, 

15. Nach der vorigen Lösung ist p t . p a = ■■-■ ; s ■ also 

p t st« . £ a siw O = »/j . y 2 ~ ( n ) ' ^- ü - ^ as Rechteck aus den beiden 

Loten, welche von den Endpunkten einer Brennpunktsehne auf 
die Achse gefällt sind, ist gleich dem Quadrate über der Hälfte 
des Parameters. 

16. Die Parabel wird von der Geraden in zwei Punkten ge- 
schnitten, deren Koordinaten sind: 



p — 2 Mn ± Yp (p — 4 Mn) 



*P" 2Jlf 

Für j) > 4 Mn schneidet die Gerade die Parabel in zi 
reellen Punkten, ftir p = AMn fallen beide Schnittpunkte 
sammen; die Gerade iBt also eine Tangente der Parabel. 
p < 43f», so sind die beiden Schnittpunkte iiuayinür. 

Beispiele, a) % = 4, y 2 = 6; 
Xg= 25, y a = 15. 

b) Die Gerade berührt die Parabel in dem Punkte 

3^=12, fc— 6. 

c) Die Gerade schneidet die Parabel in zwei imaginären Punk 

__ — 1165 + 5^ j/28655 
V 288~~ 

-66 ±»1/20686 

9 r~ü 
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Die Parabel. 5 

17. Errichtet man auf einer Geraden in ihrem Schnittpunkte 
mit der Scheiteltangente der Parabel ein Lot, so schneidet dieses 
die Achse in der Entfernung Mn vom Seheitel. Daraus folgt: 
Eine Gerade sehneidet die Parabel in zwei reellen Punkten, oder 
berührt sie , oder schneidet dieselbe in zwei imaginären Punkten, 
wenn das auf ihr in ihrem Schnittpunkt mit der Scheiteltangente 
errichtete Lot die Achse diesseit des Brennpunktes (d. h. auf der 
Seite, wo der Scheitel liegt) oder im Brennpunkte oder jenseit des 
Brennpunktes sehneidet. 

18. Die Gerade schneidet die Parabel nur in einem endliehen 
Punkte x 1 — —i y y = n\ der zweite Schnittpunkt liegt in der Un- 
endlichkeit. (Vergl. Lös. 16.) 

19. Die Bedingungsgleicbung — w 2 — u = ist zugleich die 
Gleichung der Parabel in Linienkoordinaten. 

20. Der Abstand des Punktes P von der Geraden g sei h 
Betrachtet man g und das von P auf g gefüllte Lot als Achsen, so 
ergiebt sich die Relation v 2 k — w = 0. Die Enveloppe der Lote 
ist also eine Parabel mit der Brennweite k, 

21. 8= 22 yT; ft= 33. 

22. x + y - 6 = 0. 

23. *-*-£(•-«£ 
Beispiel. 6y — Ix + 17 = 0. 

24. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 

Der Abstand ist <Z = jt;. 

25. (j/+6) a =3z. 

26. ,- »**?+" .. 

Beispiel, y = ~~J— «• 

27, Die Gleichung der Tangente ist 

2s9i = p(x + x 1 ). 

Beispiele, a) iy - % -20 — 0; 

b) 8y + 7z + 8 -0. 
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28. Die Gleichung der Normale ist 

Beispiel. 3y — 10* + 295 = 0. 

29a. Die Gleichungen der Tangenten sind: 

2#-~ x— 23 — 0, 2y + % + 11 =0, 

die Neigungswinkel derselben zur X-Achse: 

£.?!=> 26° 33' 54,2", Ltp % = 153° 26' 5,8", 

die Gleichungen der Normalen: 

y + 1x — 9 = 0, j/-2a + 3 = 0. 

29h. Zur Bestimmung des Parameters ergiebt sich die Be- 

pM 2 N 

lation - — k ■ — a =0, demnach ist die Gleichung der Parabel 

iL* L 

Beispiel. j**=x( a, — *)■ 
30. Man erhält: 



Sbtg = 2 #, ; 8bn = V ■ 

Beispiel. Tg =1/266 = 16,3096..., 
K = |/g5 = 9.74679..., 
Sbtg = 14, Sbn = 5. 

31. Schneidet man auf der Verlängerung der Achse über 
den Scheitel hinaus ein Stück ab, welches gleich der Ahscisse 
des Punktes P ist, so ist der Endpunkt dieses Abschnittes ein 
zweiter Punkt der Tangente. Verlängert man dagegen die Ab- 
scisse über den Fußpunkt der Ordinate hinaus um den halben 
Parameter, so erhält man einen zweiten Punkt der Normale. 

32. Der Brennpunkt halbiert den Abstand der beiden Schnitt- 
punkte; jeder der beiden Abschnitte ist gleich x x + --■ 

33. Die Koordinaten des Berührungspunktes sind: 

_ P , ; = P , 

1 4tgV ' Jl 2tg«T 
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Beispiele. a)# 1 = 3-f-, l>i = 7~3> 

b) a^= 0,916666..., y x = — 3,175428.. 

34. Die Abscisse des gesuchten Punktes ist 

*] = ~ "4^' 

die Gleichung der Tangente 

35. Die Koordinaten der Berührungspunkte Bind: 

Nur das positive Vorzeichen vor ^17 ist brauchbar. 

"'vir >r ± ^f 

36. Man erhält zwei Punkte: 

_ f(i+yi?) , ji/ i+Vm 

!" 32 ' "l ± 4K 2 ' 



: j_lA+Vl? 



ferner ist tgg> - — |- 1- y 1 also: 

ty,- 141° 19' 55", £ y, -38 "40" 5". 

37. Außer den Koordinaten des Scheitels der Parabel ge- 
nügen der Anforderung 

"i 4 >i ± 2 
demnach ist tg<p = + 1, also: 

i.<p x = 45°, Z-<p a = 135°. 

38. Man findet: 

^=0, fc-0; X^lp, Vf-±^Yä. 

39. Beide Winkel sind Basiswinkel eines gleichschenkligen 
Dreiecks, in dem jeder Schenkel gleich #i + y ist. 

40. Die geometrischen Orter sind: 

a) die Scheiteltangente (x = 0) , 

b) die Direktrix I x = — — )• 

41. Mit Hilfe der vorigen Lösung findet man leicht, daß 
beide Linien gleich sind. 
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42. Die Schnittpunkte liegen auf der Direktrix der Parabel 

* = _*. 

& 

43. Die Gleichung der Tangente ist y = Mx + j '«' ^ e 
Koordinaten des Berührungspunktes x s = t-^j' ^ = ^js' 

Beispiel. 2# — 3a; — 1-f- = 0; x 1 = |-, j/j= -|-. 

44. Die Gleichung der Tangente ist 

die Koordinaten des Berührungspunktes 

_ j> j ilftgy + 1 1 3 _jPf jf*g»±j ) 

1 i\M— tgyJ' Ä 2 1 Jf — tgv r 
Beispiel. 2j/ — (e — 12=0, 3^ = 12, ?, = 12. 

45a. Man verbinde P mit dem Brennpunkte .F und beschreibe 
über dieser Strecke als Durchmesser einen Kreis. Die Verbindungs- 
linien des Punktes P mit den Schnittpunkten des Kreises und der 
Scheiteltangente sind die gesuchten Tangenten. 

Determination. Man erhält im allgemeinen zwei Tangenten. 
Liegt der Punkt P in der Parabelfläche, so schneidet der Kreis 
die Scheiteltangente nicht, weil der Radius des Kreises kleiner ist 
als der Abstand des Mittelpunktes von der Scheiteltangente. 

45b. Man verbinde P mit F und beschreibe mit dieser Strecke 
als ßadius um P einen Kreis. Die Schnittpunkte dieses Kreises 
und der Direktrix lassen sich zur Konstruktion benutzen (s. Lös. 41). 
Die Determination ist leicht anzugeben. 



^j/Ki + ,)=- 



47. Eliminiert man aus den 

2yyi — p(fs + x^), 2yy a =p(x + x 2 ), 

i6yiV+ *p*9ittt + p*— o, 

die Größen %, y lt x a , y S) so erhält man als Gleichung des geo- 
metrischen Ortes x^ — — Der Scheitel des rechten Winkels 

4 
beschreibt also die Direktrix. 
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Dia Parabel. 9 

48. Daa Bechteck aus den beiden Subtangenten ist gleich 
dem Quadrate über dem halben Parameter, denn es ist 

49. Die Tangenten durcb schneiden sich rechtwinklig. 

50. Die Schnittpunkte liegen alle auf einer Geraden, deren 

Gleichung y + x lay -\ = ist. Weise nach, daß dieser 

- ' 4tgy 

geometrische Ort ebenfalls eine Tangente der Parabel ist. 

51. Die Gleichung der Verbindungslinie ist 

,(aa_i)_.( i +*) + i(a±*)_.. 

Dieselbe ist identisch mit der Gleichung 

»(*-*)-»(-*) '(»-*)-»( -!) 

52. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: x = V#i#2, 

ft + % , 

a = ^-r — ^ also: 
* 2 

# = - 4, y = — 2,5; 

der eingeschlossene Winkel: 

91 = 55° 13' 20". 

53. Bezeichnen wir den von den Tangenten eingeschlossenen 
Winkel mit <p t , den von den Brennstrahlen gebildeten mit ip a . 

2p(y g ~y 1 ) | 

, = *j ) (y 3 -yi)( 4 yi^ + i' a ) 

also ist i-<T> 2 = i-2g>,. 

54. Man findet: 

«,■- fc-».)'(| + -i). 4'- & - ».)'(? + -;)• 

also ergiebt sich 

tf : i 2 a — «1 + 7- : !Tj + j ' 



feiner 
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55. Nach Lösung 51 ist (s. Fig. l) 
LBFG — LGFL, 




ferner 
L GFH = L HFL 

demnnch : 

LGFH=±LBFC. 
Der Winkel GFH 
hält daher 
Größe, auch 
Punkt L auf der Pa- 
rabel fortrückt. 
56. Es sei 
H die Ecken des 






LGFH = 



Fig. 1). Aus der 

Lösung der vorher- 

^LBFG. Nach Lösung 53 ist 



schreibt man 
nuß derselbe 



gehenden Aufgabe 

aber anch LMAG — -yi. BFG, demnach igt 

LGAH+ LGFH = 180°, 
also AGFH ein Sehnenyiereck. Daraus folgt 
um das Tangentendreieck AGH einen Kreis, 
aueh durch den Brennpunkt F gehen. 

57. Nach einer der Aufgabe entsprechenden Abänderung der 
Fig. 1 findet man durch eine einfache geometrische Betrachtung, 
daß die drei Punkte in einer Geraden liegen müssen. 

58.^ = 0,^=0; «g-fj», y % -±^Vs. 

59. Durch wiederholte Anwendung von Lösung 57 findet man: 
Die Geraden, welche die Ecken des gleichseitigen Dreiecks mit 
den gegenüberliegenden Beruh jmngspunkten verbinden 
sieb im Brennpunkte der Parabel. 



60. 



a) t glPl =- ^-K-2+1/5, L<p x = 151° 29' 18"; 

bj tg o?*, = — =. L ip 2 — 70° 53' 36". 

61. Der Parameter der gesuchten Parabel ergiebt sich nach 
Elimination yon x 1 ans den beiden Gleichungen 
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%+i- 



= °i ^ % = <* («1 _ °) + r*. 



Man erhält demnach: 

d. h. es existieren zwei Parabeln, welche der Anforderung genügen. 
Der gegebene Kreis wird nur von der Parabel y ä =(2a — 2ya 2 — r 2 )x 
in zwei reellen Punkten, von der andern Parabel dagegen in zwei 
imaginären Punkten berührt. Die Lösung ist nur möglich, wenn 
«>r ist. 

Beispiel. y*= 50«; y*= 2x. 

62. Sind Xi, p t die Koordinaten des Berührungspunktes der 
Parabel, %, s/ a die des Berührungspunktes des Kreises, so muß 



2y# 1 '=3>(a; + !E 1 ) und yy 2 + afasg = r 3 

dieselbe Gerade entsprechen. Zur Bestimmung der Koordinaten 
der Berührungspunkte lassen sich demnach die Gleichungen 

Mit Hilfe derselben findet man, daß sich nur zwei 
Tangenten konstruieren lassen, und zwar ent- 
sprechen diese der Gleichung 

±pV— 8r s + £rVlt s + p*+x(%r — ]/ir s +~p s ) = rp. 



Beispiel. ± p V^ÖTlöa - 200 + x (lO — Vim) = 15. 
63. Zur Bestimmung der Berührungspunkte dienen folgende 
Gleichungen: 

ftft = ft%i ai = ^— 2a, 

Die Tangenten entsprechen der Gleichung 

r ft-ft' ft-ft 

Wann besitzen die Parabeln keine reellen gemeinschaftlichen Tan- 
genten? 

Beispiele, a) + 3«/ = je + 15-f , 

b) ±2il/^y-* -f 
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12 Die Parabel. 

64. Die beiden Tangenten entsprechen der Gleichung 

9 - 9i — -J^— ~ - «J- 

Die Koordinaten der B er ührungsp unkte sind: 

= 2g^-j>afr± 2y 1 T/y l a — jJa; 1 

*i jp' 

Beide Tangenten sind reell, wenn y*~> px lt d. h. wenn der 
Punkt außerhalb der Parabel liegt, sie fallen zusammen, wenn 
y^ = px x nnd sind imaginär, wenn y l i <px l , also wenn der Punkt 
innerhalb der Parabelfläche liegt. 

Beispiele, a) 6y — (l ±~/äi)a) = 21 T 3V^4, 

^•LfcU]« Sl _ 7±T /3l ; 
b) 10^- (3±*l/46)a;= 15 + 5*1/46, 

65. a) aj 2 . % = V. b ) & + #3 = 2*1 • 

66. Es ist to <p = "* ~ J?gl - 

Für a^^ — — ist tgg? = co, also L<p = 90°; demnach ist %= — — 

die Gleichung des Ortes für den Durch schnittspunkt zweier Tan- 
genten, die aufeinander lotrecht stehen. 
Beispiel. Lq> = 102° 2tf 21". 

67. Die Gleichung der Polare ist 

Beispiele, a) 5y — 3as + 8 = 0; 

b) 2# + 3k H- 6 = 0, die Polare ist zugleich Tangente der 
Parabel; 

c) l*Zy — 5» — 55 = 0, die Polare hat keinen reellen Punkt 
mit der Parabel gemein. 

68. x = — -— Die Polare fällt mit der Direktrix zusammen. 
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Die Parabel. 

69. s,- 67 * 4 ^. 

1 11 

70. Die Abscisse des Punktes, in dem die Polare geschnitten 
wird, ist 

2 P 

die Abscisse des Schnittpunktes der Parabel 



demnach ist x 3 = "-±——2 , d. h. die Parabel halbiert die Strecke. 

71. Die Abschnitte, welche von der Polare auf den Koordi- 
natenachsen gebildet werden, sind: --#,, — -i deren Kimstrukl.ion 

2 #i 
sieb leicht ausfuhren läßt. 

72. Die Koordinaten des Poles sind: 

_ N _ pM 

Lauft demnach die Polare der Achse parallel, so liegt der Pol 
in der Unendlichkeit. 

Beispiele, a) %,. = — 9-g-, y x -= 9-^; 
b) %~2, »i — Ä* 

73. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: ■- » 0; d.h. 

der Schnittpunkt füllt mit dein Brennpunkte zusammen. Das Lot 
ist die mittlere geometrische Proportionale zwischen den Ab- 
schnitten der Polare. 

74a. Errichtet man im Brennpunkte auf der Geraden g ein 
Lot, so schneidet dieses die Direktrix im Pole. 

74h. Zieht man durch A eine Brennpunkt sehne , so schneidet 
das im Brennpunkte anf derselben errichtete Lot die Direktrix 
in einem aweiten Punkte der Tangente. 

75a. Die Eichtungskonstanten sind: i — und - — — — — : 

X — - Vl 

1 4 
die beiden Strahlen durchschneiden sich also rechtwinklig. 
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14 Die Parabel. 

75b. Der von den beiden Geraden eingeschlossene Winkel 
ist ein rechter, da die Richtungskonstante der Polare • 



der Verbindungslinie 



-!*{ 



2S, 



76. Die beiden Abschnitte sind gleich. 

77. Die Verbindungslinie der Pole ist die Polare des Schnitt- 
punktes der beiden gegebenen Geraden und entspricht der Glei- 
chung 13# — 7x = 10-£-- Der Inhalt des Dreiecks ist 

4 gg D. 

78. Die Polaren entsprechen der Gleichung 2yy 1 ~~ 2ft a 
= p(x + %i), d. h. sie bilden ein Büschel, dessen Mittelpunkt der 
Schnittpunkt der beiden Geraden yy i — k 2 = und a; + ic t = ist. 

79. Dividiert man die Gleichung der Polare 

2ffy t — K<B + a»t) 
durch lA^-f >/j 2 , so erhält man: 

— p cosiy — 0, 



wo o) der Winkel ist, den die Verbindungslinie zwischen dem 
Koordinatenanfangspunkte und dem Punkte P mit der X-Achse 
einschließt. Rückt der Punkt P in die Unendlichkeit, so geht 
die Gleichung über in 

2y sin tp — p cos q> — 0. 
Die Polare eines unendlich fernen Punktes läuft demnach der Achse 
der Parabel parallel; sie wird ein Durchmesser derselben ge- 
nannt. 

80. Es sei y = x tg <r + n eine nach dem unendlich fernen 
Punkte gerichtete Gerade, fcjind fo, y t ) und (%, y s ) die Punkte, 
in welchem dieselbe von der Parabel, dagegen (.r s , y a ) der Punkt, 
in welchem sie von dem Durchmesser geschnitten wird, so ist: 

Jeder Durchmesser halbiert sonach die Schar paralleler Sehnen, 
welche sich in dem 7-ugehörigeu unendlich fernen Pole durchschneiden. 
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reellen Wert 



«■ »-dr 

Beispiel. # = 3-|-. 

82. ff = ^ * + «, worin n jeden 1 
besitzen kann. 

Beispiel. 22# + 13a; — 22w = 0. 

83. y — x + 1 = 0. 

84. 2 gy — px — 0. Die Sehne ist der Tangente parallel, 
welche im Endpunkte des Durchmessers die Parabel berührt. 

Beispiel. 9y + 8a- = 0. 

85. Die Polaren entsprechen der Gleichung 

liy + 9a- + 9:», — 0, 
worin x x jeden beliebigen reellen Wert haben kann; sie sind demnach 
identisch mit den Sehnen, welche von dem gegebenen Durchmesser 
halbiert werden. 

86. y = —z-f d. h. der geometrische Ort der Pole ist der 
den Sehnen konjugierte Durchmesser. 

87. Die Richtungskonstante der Tangente ebenso wie die der 

Polare ist gleich Die beiden geraden Linien sind demnach 

parallel. 

88. Der Durchmesser halbiert die Polare, folglich auch die 
ihr parallele Tangente, Da die Strecke des Durchmessers zwischen 
P und der Polare durch die Parabel halbiert wird (verg!. 
Lösnng 70), so folgt, daß auch jede der beiden ersten Tangenten 
durch die dritte in zwei gleiche Teile zerlegt wird. 

89. Sind (#,, f/j), (a; s , j/ 2 ), (%, */ 3 ) die Berührungspunkte 
der Tangenten, so ist der Inhalt des eingeschriebenen Dreiecks 

jr =- jj {*(*•- &*) + &(&"- V)+«t&i*-V)}i 

dagegen der des umschriebenen Dreiecks (vergl. Lösung 52) 
j" — — | fc (&* - j/ 8 2 ) + y 2 G/, 2 - tf) + ?, 3 (</, 2 - ?/ ä a ) | . 
Daraus folgt: j'^2j". 
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Iß Die Parabel. 

90. Durch Anwendung der Transformati onsfor mein 

y = 9i + v sin f> 

erhält man 

2 P_ t 

V sinV 

91. Nach der vorhergehenden Lösung ist der Parameter 

« = — ^-> oder da tgcp = -^- ist, p, = p + 4«,, d. h. der Para- 

sin> 2y t 

meter eines Durchmessers ist gleich der vierfachen Entfernung 
des Endpunktes des letzteren vom Brennpunkte der Parabel. 

92. Wählt man den konjugierten Durchmesser und die Tan- 
gente im Endpunkte desselben zu Koordinatenachsen, so erhält man 

(2l,J"'(2%)*-Si-S.. 
d. h, die Quadrate paralleler Sehnen verhalten sieh wie die Ent- 
fernungen ihrer Halbierungspnnkte vom Endpunkte des konjugierten 
Durchmessers. 

93. x, = - a, ft - - -. . , ■ 

94. Wählt man den der Sohne konjugierten Durchmesser zur 
Abscissenachse, so findet man leicht, daß die beiden äußeren Ab- 
schnitte der Sehne einander gleich sind. 

95. Die Gleichung des Ortes ist 

2 P 

d. h. die Halbierungspunkte liegen auf einer Parabel, deren Para- 
meter gleich dem vierten Teile des Parameters der Fundamental- 
parabel ist. 

96. Die Gleichungen der örter sind in Polarkoordinaten: 



' " 1 — cos q> 1 — COS <p 

oder in Parallel koordinaten bezogen auf das ursprüngliche Achse 
System: s „2 

a)» a -f »-fg. b) *"-«,■ + £-. 

97. Ist j/ = tgaf^-4- -j-) die Gleichung einer Sekante, 
sind die Koordinaten des Halbieruugspunktes der Sehne 
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3 2tg 2 a 4 ' 2tg* 
Daraus erhalt man durch Elimination von tga die Gleichung des 
Ortes - 

v-j-e + r 

98. Eliminiert man a^ aus den Relationen 

f _-^-.-a"|/5L(.-«a 

so findet man als Gleichung des geometrischen Ortes 

('-*-+SW (-*)'}-«>■ 

Der Gleichung !/ 2 -f (# — — ) = entspricht der Brennpunkt der 

gegebenen Parabel. Die Fußpunkte der Lote liegen demnach auf 
der Parahel ° 



99. \y*~ 4 j> (« - -f i>) } (a - -fj») = 0. 

Der geometrische Ort wird von einer Parabel und deren 
Scheitel tangente gebildet. 

100. y* = px+*^- 

101. Die Gerade 9 sei die Y-Achse, das von P darauf ge- 
fällte Lot die X-Achse Ist k der Abstand des Punktes P von 
g, so ist die Gleichung des geometrischen Ortes: 



= 2/e 



(-}> 



Die Gerade g ist die Direktrix, der Punkt P der Brennpunkt der 
Parabel. 

102. Ist g die Y- Achse, das von P darauf gefällte Lot die 
X-Aehse, so erhält man: 

Die Gerade g ist die Scheiteltangente, der Punkt P der Brennpunkt. 
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18 Die Parabel. 

103. Die Grundlinie a möge mit der X-Achse, der links 
liegende Endpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen- 
fallen, dann ist die Gleichung des geometrischen Ortes 

y 2 = 2 ax — a 2 , 
oder. 

y*=-2ax + a*. 

104. Es möge die Gerade g Y- Achse sein, das von der 
festen Spitze auf diese gefällte Lot die X-Achse, dann ist die 
Gleichung des geometrischen Ortes 

y 2 *= 2rx — r 2 + —• 
4 

105. Durch Elimination von A, B, C aus den Relationen 
,sin.B _ c ■ cos A . cos B 
C J, ~ suTÖ 

lA.&mB 



./ 



2sinO 
erhalt man 

MC-»)-/* 

Die Scheiteltangente läuft der X-Achse parallel, die Koordi- 
naten des Seheiteis sind 3\ =■=-£-> t/,^— • 

106. Der Schwerpunkt beschreibt die Parabel 

a P pc 

Der Parameter ist gleich — i der Scheitel liegt um — vom Scheitel 
der Pondamentalparabel entfernt. 

107. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

3# — m(3aj — c) + n(ßx - c) 2 = 0. 
Die Kurve ist eine Parabel. Welches sind die Koordinaten des 
Scheitels? Welches ist die Gleichung der Direktrix? 

108. Ist g die X-Achse, das von P auf g gefällte Lot die 
Y- Achse, so besitzt die Gleichung des geometrischen Ortes die 

wenn r der Abstand des Punktes P von der Geraden g ist. Die 
Achse der Parabel fällt mit der Y- Achse 
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des Ortes 

im aweiten Falle 



109. Die Gleichung ist 

y 1 = 2 rx — r 3 . 
Die Parabel hat die Y-Achse zur Direktrix, den Kreismittelpunkt 
zum Brennpunkte und den vertikalen Durchmesser zum Parameter. 

110. Es sind zwei Falle zu unterscheiden, da die zu kon- 
struierenden Kreise den gegebenen Kreis ausschließend oder ein- 
schließend berühren können. Im ersten Falle ist die Gleichung 

y 1 — 2 (a — r) x + r % — a\ 
Die Koordinaten der Scheitel sind: — — — > und — - — i 0. 

111. y s = 2ax + r 8 — a 2 . Die Koordinaten des Scheitels 
sind » 0; die Gleichung der Direktrix x -\ — — = 0. 

112. Fallt BC=~q mit der X-Achse, AB =>p mit der Y- 
Achse zusammen (s. Fig. 2), so ist die Gleichung des geometrischen 
Ortes mg. 2. 

qy a + p a x~-pqy = 0. 
Die Achse läuft der X- 
Achse parallel, der Para- 
meter ist gleich — 1 die 
Koordinaten des Scheitels 
Bmd -, -■ 

113. 2,3 — x, 

x — 0. 

Der geometrischo Ort besteht aus einer Parabel und der 
Scheiteltangente derselben. Die Parabel breitet sich symmetrisch 
zum negativen Teile der X-Achse aus. 

114a. Determination. Man erhält zwei Lösungen, da sich 
zwei Direktrixen konstruieren lassen. 

114b. Determination. Die Tangente darf der Achse nicht 
parallel laufen. Es ergiebt sich nur eine Parabel. 

115. Determination. F muß außerhalb ( liegen. Es läßt 
sich stets nur eine Direktrix konstruieren. 
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20 Die Parabel. 

116. Determination, (j und f s müssen konvergent sein. Es 
ergiebt sich bei der Konstruktion nur eine Parabel. 

117. Man bestimmt zunächst nach der vorhergehenden Lösung 
Scheiteltangente, Direktrix und Achse. Da die Subtangente gleich 
der doppelten Abscisse des Berührungspunktes ist, so lassen sich 
die Berührungspunkte von (, und ( a , sowie die zugehörigen Brenn- 
strahlen leicht finden. Besehreibt man um den Brennpunkt mit 
der halben Summe dieser Brennstrahlen einen Kreis, so schneidet 
dieser eine Parallele zur Direktrix, deren Abstand gleich dem 
Radius ist, in zwei Punkten, welche beide der Anforderung ge- 
nügen. 

118a. Beschreibt man um jeden der Punkte P 1 und P s mit 
seinem Abstände von F als Radius einen Kreis, so kann jede der 
beiden äußeren gemeinschaftliehen Tangenten der Kreise als Direk- 
trix dienen. 

118b. Man findet leicht einen Punkt der Direktrix, deren 
Richtung mit einer der Tangenten zusammenfällt, die sich von 
diesem Punkte an den um P mit PF als Radius beschriebenen 
Kreis ziehen lassen. Im allgemeinen erhält man zwei Lösungen. 
Wann ergiebt sich nur eine, wann gar keine Lösung der Aufgabe? 

119. Der Kreis, welchen man um jeden der gegebenen Punkte 
mit dem Abstände desselben von der Direktrix beschreibt, ist ein 
geometrischer Ort des Brennpunktes. Man erhält im allgemeinen 
zwei Parabeln. Wann ist die Konstruktion der Parabel unmöglich? 

120. Determination. Man erhält zwei Parabeln, wenn der 
um P mit dem Abstände dieses Punktes von d als Radius be- 
schriebene Kreis die Achse a in zwei reellen Punkten schneidet, 
eine Parabel, wenn der Kreis von a berührt wird, keine Parabel, 
wenn der Kreis und a keinen reellen Punkt gemein haben. 

121. Determination. Die Konstruktion liefert nur einen Brenn- 
punkt, also läßt sich auch nur eine Parabel zeichnen, d und t 
dürfen nicht rechtwinklig v.n einander stehen. 

122. Trägt man den Winkel, welchen die Tangente mit der 
Direktrix einschließt, auf der andern Seite der Tangente an, so 
erhält man einen geometrischen Ort für den Brennpunkt. Man 
findet im allgemeinen zwei Punkte, welche der Anforderung der 
Aufgabe genügen. 
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Die Parabel. 21 

123. Die Konstruktion liefert nur einen Punkt. Unlösbar 
ist die Aufgabe, wenn die Tangente ( auf der Direktrix lotrecht 
steht, unbestimmt, wenn t and s zusammenfallen. 

124. Konstruiert man mit Hilfe der Subtangente die Tan- 
gente der Parabel im Punkte P, so findet man mit Leichtigkeit 
einen geometrischen Ort des Brennpunktes. 

125. Man findet leicht die Scheiteltangente und mit Hilfe 
derselben Brennpunkt und Direktrix. 

Determination. Es läßt sieh nur eine Parabel konstruieren. 
Unlösbar ist die Aufgabe, wenn a und t parallel sind. 

126. Determination, a und £ müssen konvergieren. Man er- 
hält nur eine Lösung. 

127. Determination. £ x und t s dürfen weder parallel sein 
noch sich lotrecht durchschneiden. Man erhält im allgemeinen 
zwei Parabeln. Wann läßt sich nur eine, wann keine Parabel 
konstruieren? 

128. Die Verbindungslinie zwischen dem Schnittpunkte der 
Tangenten, und dem Halbier ungsp unkte der Berührungssehne läuft 
der Achse der Parabel parallel. Zieht man durch die Berührungs- 
punkte zu dieser Geraden Parallelen, so schließen diese mit den 
Tangenten Winkel ein, mit deren Hilfe man zwei geometrische 
Örter für den Brennpunkt finden kann. 

Determination. Die Tangenten dürfen nicht parallel sein. 
Mau erhält nur einen Brennpunkt und eine Direktrix. 

129. Determination. Es läßt sich nur eine Parabel kon- 
struieren. Welche gegenseitige Lage dürfen t it t it ( 3 nicht be- 
sitzen? 

130. Der dem Tangentendreieck umschriebene Kreis ist ein 
geometrischer Ort des Brennpunktes. Vergl. Aufg. 56. 

Determination. Man findet im allgemeinen zwei Parabeln. 

131. Die Ordinaten der Punkte P t und P s , nämlich y x , y s , 
sind bekannt Bezeichnet man den Abstand dieser Linien mit d, 
so lassen sieb die beiden Relationen 



. ( ** V x _ g ( *i ) 

V* - W ^ Vi + Vi ^»a - Vi ' 



1 3f> + Vi 
• Konstruktion der zugehörigen Abscissen i 
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22 Die Parabel. 

Determination. Man findet nur eine Parabel Die Ver- 
bindungslinie der Punkte P, und P s darf der Achse a weder parallel 
laufen noch dieselbe rechtwinklig durchschneiden. 

132. Legt man um die vier Dreiecke, von denen jedes von 
drei Tangenten begrenzt wird, die umschriebenen Kreise, so 
schneiden sich dieselben im Brennpunkte der Parabel. 

Determination. Von den vier Tangenten darf keine der anderen 
parallel sein, außerdem dürfen nicht mehr als zwei durch einen 
Punkt gehen. Es laßt sich nur eine Parabel konstruieren. 

133. Der Scheitel der Parabel liegt im Halbierungspunkte 
der Höhe. Mit Hilfe der Scheiteltangente findet man Brennpunkt 
und Direktrix. 

134. Lösung 88 liefert das Mittel, die Berührungspunkte auf 
den Verlängerungen der Dreiecksseiten zu finden. Diese lassen 
sich zur Konstruktion geometrischer Örter des Brennpunktes ver- 



135. Durch Konstruktion paralleler Sehnenscharen kann man 
leicht Tangenten finden und mit Hilfe dieser geometrische örter 
für den Brennpunkt. 

136. S. die vorhergehende Lösung. 

137. Man konstruiert zunächst Normale und Tangente in 
dem gegebenen Punkte P. 

Determination. Es lassen sich zwei Parabeln zeichnen. 

138. Ist M der Schnittpunkt der Direktrix und der Polare, 
so ist der Kreis über PM als Durchmesser ein geometrischer Ort 
des Brennpunktes. Einen zweiten geometrischen Ort findet man 
mit Hilfe von Lösung 75b. 

139. Die Lösungen 75a und b liefern das Mittel, die Lage 
von zwei Punkten der Direktrix zu finden. 

140. Zieht man durch P eine Parallele zur Achse bis zum 
Durchschnitt mitjp, so findet man leicht einen Punkt der Parabel 
sowie die Richtung der Tangente in demselben. Die Konstruk- 
tion läßt sich demnach auf Lös. 125 zurückführen. 

141. J-iVpfa* -%*). 
Beispiel. J"=42-|D. 

142. Segm.--^ 
Beispiel. Segm. — 13,6 □. 
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143. Der Parameter der Parabel ist gleich -ja. 

J44. Segm. =- -J y5" (^ — xf) — 4yi>%%(%* — a^«), 

Beispiel. Segm. = 2-f- G. 

145. Segm. = | • -^p- 
tg 3 ß 

Beispiel. Segm. — 9,846667... D. 



147. Sind («1,2/1)» (%> Vz) die Schnittpunkte der Sehne und 
der Parabel, so ist der Inhalt des Segmontos 



-* + -£<>,-%), 



Cfc— ftO^+^+f-) 



d. h. der Inhalt des Segmentes ist gleich dorn dritten Teile des 
Trapezes, welches von der Direktrix, der Parabelsehne und den 
Loten, welche von den Endpunkten der letzteren auf die erstere 
sich fallen lassen, begrenzt ist. 

Beispiel. J= -^— = 23,0988... D. 

148. Es ist Fj~ ~> F s =-%p\ also 

F Y : F t «= 1 : 10. 

149. Man findet; Segm. ■= -|- "|/p (%* — %*)", 

Parallelogr. = \Yp {%£ — %«) . 
Demnach ergiebt sich 

Parallelogr. : Segm. = 3:2. 

150. Eine einfache geometrische Betrachtung führt so. dem 
Resultate: Das von den Tangenten und dem Parabelbogen ein- 
geschlossene Fläche nsttick ist halb so groß als das zugehörige 
Segment der Parabel. 

151. Segm. = 24,97408. ..D. 

152. J = 193 D. 
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Die Ellipse. 
153. Man erhält 

F ,_ JF ,-^' 8 "; i " /i) -l, 5 90733 i .-, 

_ t> (4« + 9 1/3) _ 



'■-»•(i+i)' '■-''(t-t)' 

also F x : F 2 = 3» + 2 : 3re - 2. 
155. J = ip* 

157. Beet = | {^^— 'i «* <P a - ^^^ 'i sin Vl J 

Beispiel. Sect. = 124,401 ...□. 

158. Die gesuchte Winkelentfernung des Kometen vom Perihel 

beträgt , „ 

90° 11' 3"; 

er erreicht dieselbe nach Verlauf von 

677,053 Tagen. 

Man benutzt den Satz: Der Radiusvektor beschreibt i: 

Zeiten gleiche Flächenräume. 

Die Ellipse. 

159. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

„V+(«'- *)*-*(*-*). 

oder wenn a 2 — e s = b 2 gesetzt wird, 

160. 25*/*+ 9a;* =225. 

161. 169^+25^ = 4225. 

162. 225^ + 144^=32400. 

163. Die Gleichung der Ellipse ist 



r L y 2 + — 



.spiel. 252«/* + 1153!*= 4140. 



Hosted by 



Google 







Die ! 


Ellipse, 




164. 


49 y 


ä - 686«/ + 16z a 


— 128 s 


+ 1873- = 


165. 


Die 


Koordinaten des 


Mittelpunktes sind: 






»t« -2 


- ft- 


1> 


die Achsen: 


2« = 8 


, 2fe- 


■ 6; 



die Koordinaten der Brennpunkte: 

* 8 = -2±y7, y g = l. 

166. Es ist s l s :!'» < =(* + ' B i)Ca-«i) = Ca + ^)('»-V. 

d. h. die Quadrate der Ordinaten verhalten sieh wie die Rechtecke 
aus den Abschnitten, welche dieselben auf der Hauptachse bilden. 

167. Der Parameter ist p = -f-j/6, die numerische Excen- 
tricität 

. - \y-i- 

Ist -s die Sehne, welche zwei Endpunkte der Achsen verbindet, 
so läßt sieh die Proportion s : a = : % zur Konstruktion verwenden. 

169. Die Gleichungen der Brennstrahlen sind: 
yfo-e) = y,(a; — e), jj (*, + e) — y t (x + e) ; 

die Längen derselben: 

r, = o », , n. — « + — je. . 

a a 

Beispiel, x = 8; 4y = 0,9 (je -f 8), 

r,= 3,6, r s — 16,4. 

170. £. ip — 83° 6' 28,4". 

171. Man erhält vier Punkte der Ellipse, deren Koordinaten sind: 

,-±ty a '-± v , ,_ ± £ys. 

Die Lösung der Aufgabe ist nur möglich, wenn a> |ö ist 

172. 9*/ a +8:e 2 = 8« s . 

,„ , 2Ö ä o a . a „ s 

173. jr = — x — „ a; 15 oder f = j) j' - i/;t . 

a a* 

174. Es existieren zwei Punkte, deren Abscissen sind: 

«!— H, »1= 10-|. 

175. 2a = 18, 26 = 10. 

176. y % ^ hx — -$gX 2 . 
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3 Die Ellipse. 

177. 2«-= ,1 s s SJ-.L., a? 1= . .. ^ g ... ^ i 

Pi a^ — ft % V&&(&- %i)(jfi'x»— y<i S Xi) 

4 

Beispiel. 2a =8, 26 = -=■ 

Vi 

178. r = - a _ 6 oder r - - "" , 

y « ä sin 2 ip -(- & s cos 2 tp ^ ö 2 + e 2 sin 2 ip 

i + J—A + i 

r, 2 ^ r a a o ä ^ b a 

179. Wählt man den links liegenden Brennpunkt zum Pol, 
> erhalt man 

a 2 — e 2 , — « 

(f = ■ oder 41 = 



nimmt man dagegen den rechts liegenden Brennpunkt als Pol r 
so ergiebt sich 

a s — e 2 
% + C COB q 
180. Die Differenz der Anomalien ist gleich 180°: 
hält demnach 



h- 



V 3 

&-ftt 



4(1— * S 008*iPi) 

also 

d. h. das Reehteck ans den Abschnitten einer Brennpunktsehno ist 
gleich dem aus der ganzen Sehne und dem vierten Teile des Para- 
meters. 

181. Nach der vorhergehenden Lösung findet man leicht 

182. Man findet leicht 

1,1 4 
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184. Ist e - 

cos g> = -f , also /-?>-= 33° 33' 26,4". 

185. 52150 Meilen. 

186. «=.0,0168. 

187. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 



- Mna' + al 


|/»'Jf> + V - «• 


'S a'II 


'■ + 6> 


nb 2 ±Mai]/a 


a _ztr a + &* - » 2 


"i o»Jf" 


+ 6 ! 


Beispiele. 




. 875±20j/l45 
*> "i 629 ' 


- 28±100]/l45 
"i 629 


b) «j-4-$, Sj-- 3 ' 




— 198 ± 2*^1895 
e > "t 43 


77 ± 4il/l895 

v 43 



188. Setzt man 3f= tg<j>, ao läßt eich die Relation auf die 
Form bringen 

a 3 ■; e B cos 8 qi + n 2 cos ä <p, 

d. h. die Gerade schneidet die Ellipse in zwei reellen Punkten, 
wenn der Fußpunkt des von einem Brennpunkte auf die Gerade 
gefällten Lotes in der Fläche des Hauptkreises, in zwei imaginären 
Punkten, wenn der Fußpunkt des Lotes außerhalb der Kreisfläche 
liegt. Die Gerade wird dagegen Tangente der Ellipse, wenn der 
Fußpunkt des Lotes in die Peripherie des Hauptkreises fällt. 

189. e?tf+ &V-1 — 0. 

190. Die Achsenabschnitte, welche von den Loten, die auf 
einer Sehne stehen, gebildet werden, sind: 



- ~ - ±Va* (1 + tg 8 9) - <? tgV. 

i L yV(i + tg 8 y)-<;n~gV 
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28 Die Ellipse. 

Daraus erhält man durch Elimination von tg v 
aV + (a 2 - e 2 ) v 2 - 1 -= 0, 
Die Enveloppe ist eine Ellipse. 

191. Eliminiert man aus den Kelationen 

-•i-V , H+('*-« , )tg , ¥, -j-^VP + 'P^TTt 

tggj, so erhült man die Gleichung der einhüllenden Kurve 

■*«■+(•*- «■)»'- i-o. 



10L'. Mit Hufe von =■ k und 



findet man durch Elimination von k 

aV+w 8 (a a -/" 2 )-l = 0. 

Für a = f erhält man aV — 1 = 0. Welche Bedeutung hat diese 
Gleichung? 

193. Die X-Achse wird in den Punkten %=9- 8 ; untl 

#2= - 8-f-, die Y-Achse in den Punkten «/,= 2 + — - — ge- 
schnitten. 

194. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 



68 + 12 Y%i 

X l 25 


9 + 6 1/21 

y i 25 ■ 


195. Man erhalt 




2028 + 3251/2 
X l 194 


- 300 ± 325 1/2 
y \ 194 


2028 ± 325 Y% 
X l~~ 194 


300 + 325 1/2 
»1 ""-194- ' 



196. Man erhält zwei Sehnen, welche der Gleichung 

±2>^lÖ3/ = 3a; + 3]/91 
entsprechen. 

197. Die heiden Tangenten entsprechen der Gleichung 

7 + ]/3~l" 
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Di« Ellipse. 
198. Die Gleichung der Verbind ungsl in 

die Koordinaten der Teilpunkte: 



'j-ilV 


5- 


2±V4V'ä-7) 


• v 


lfl/5- 2T^4V6~7) 


199. 


Die 


Gleichungen der 


Seiten 


Sind: 








ia'V 

~« a + ö a * 


# = 


** 




der Inhall 


i ist 








200. 


*) 


1 3o'+«' 




T 


2l/3"oi> 

- 3 6 ä +'« Ti 


201. 


b) 
V 


«(ae-S&'yTT) 

*ä 3f> a +a» 
15^43 

- -ft- »r + 


•*r 


+ o'(2ol/¥+3e) 
" /3 (8 &■+«■) ' 






15^43 


r± 


B- 




202. 


Die 


i Koordinaten der 


Hdceu 


sind: 








V y"*. 


T 


±1 


VT, 






■k— T^ 


"r 


i 


VY- 


203. 


Dil 


i Gleichungen der 

* - ± <Y .' 

l/»'+li a 


Seiten 


v« 


6" 


20-1. 


« s 3/i^ + &%z = a a & a 








Beis 


piel 


e. a) Lx + y*= 


10; 










b) ±3l/3j- 


- 2jc-= 


= 12. 




205. 


5( 


10-3l/3) 9 +( 


16 + 321/3; 


) x = 730. 


200. 


Di( 


: Gleichung der Normale 


-«.), 




die Absebnitti 


1 auf den Achsen: 












#5 


_6i. 





Hosted by 



Google 



Beispiel. 2]/ö y + 5x — 7 = 0; -£, — — ■ 



u _ 1 j/i^v - - Vv,; 

Beispiel. Tg = 2,55, N-1,36, Sbtg - 2,25, Sbn = 0,64. 
208. tgq), .tg^ 2 -= — --j. 



■+»■ 



6> 



i 1/»'+»' ä 1/«"+»" 

210. Man findet als Gleichung des geometrischen Ortes 

oder { ^ + ^ ~ ^ l|,,+ ^~ "*' " °' 

/+(ar-e) a =0, ?* + se"'— <** — 0. 

Der ersten Gleichung entspricht der Brennpunkt (e, 0), der zweiten 
der Hauptkreis der gegebenen Ellipse. 

211. ^(aY+äVOCy" +**-«*) — 0. 

Der geometrische Ort ist der Hauptkreis. Setzt man die 
ersten Faktoren gleich Null, so entspricht den Gleichungen die 
Y- Achse und der Koordinatenanfangspunkt. 



2a 2 b i x l + n*ey 1 * — fc*^ 2 



213. Die Winkel sind einander gleich. Die Richtigkeit folgt 
aus der Lösung 212. 

214. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

d. h. die Gegenpunkte liegen auf der Peripherie eines Kreises, 
der den andern Brennpunkt zum Mittelpunkte und die Hauptachse 
der Ellipse zum Radius hat. 
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Y,i e Ellipse. 31 

215. a) Die Subtangenten sind gleich. 
ß) Sbn : Sbn - a? : b*. 

s I 

216. Man verlängert die Ordinate des Berührungspunktes 
bis zum Schnitt mit dem Hauptkreise und legt in diesem Punkte an 
den Hauptkreis eine Tangente. Der Schnittpunkt dieser Tangeute 
und der X-Achse ist ein zweiter Punkt der Taugente, welche an 
die Ellipse zu legen ist. 

217. Beschreibt man ober dein Abstände des gegebenen 
Punktes P von einem Brennpunkt« als Durchmesser einen Kreis, 
so schneidet dieser den Haupttreis der Ellipse iu einem zweiten 
Punkte der Taugente. 

Determination. Mau erhält im allgemeinen zwei Tangenten. 
Wann ergiebt sich nur eine Tangente? Weshalb ist die Lösung 
der Aufgabe unmöglich, wenn der Punkt P in der Fläche der 
Ellipse liegt? 

218. Man erhalt zwei Tangenten, welche der Gleichung 

entsprechen. 

219. Die Koordinaten der Berührungspunkte sind bestimmt 
durch die Gleichungen 



362//-!- 25^"= 900, 36^ + 25 ySs). 
also 

121/3 25 
X i" ± ]/37 ' ff l" + V37' 


. — 0, 




220. Es giebt vier Tangenten, welche den 


Anforderung 


der Aufgabe genügen. Dieselben entsprechen den 


Gleichungen : 



±iy -"+* im i+W— l 



3^41 



±4l / -ii+tyg ,_ i yii^g.. t , 

221. Z-q>= 127° 59' 53,4". 

222. Mau findet vier Punkte, deren Koordinaten sind: 

a b 

i y% i y% 

a _ b 

-i—y? T^yf 
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32 D' e Ellipse. 

223. Das Rechteck ist gleich dem Quadrate über der kleineren 
Halbachse. 

224. Das Rechteck aus beiden Loten ist gleich dem Quadrate 
ober der kleineren Halbachse. 

225. Das Resultat ergiebt sich mit Hilfe von Lösung 213. 
22G. Die Abschnitte verhalten sich wie e a zu 6 2 . 



227. Es ist Jy" & ,= -yyV-eVi &(») 

228. Man erhält 



«+K) L 



229. Die Gleichung des Kreises ist 

»Vi 8 

die X-Achse wird von demselben in den Brennpunkten der Ellipse 
geschnitten. 

230. Der ICrei.-i schneidet die Hauptachse in den beiden Brenn- 
punkten; die Gleichung desselben ist 

/ ft*-«y y /»« + e»y,y 

231. Der von den Tangenten eingeschlossene Winkel ist be- 
stimmt durch die Relation 

eos#= ■■.— ■■'■"■" , w ■■ — > 

die Verbindungslinie entspricht der Gleichung 

» s (yi - jO» + *■(»% - «0 « = o. 

Beispiel. t#= 135° 55' 49"; 

3(4V f 2+2|/5)3'~-4^-<'- 

232. Nach der vorhergehenden Lösung findet man 

yife:«i«j — &*: — <»*■ 

233. Mit Hilfe der Gleichungen 

■V+ &V- »'&', «V+ &V- »•&■. 
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Die Ellipse. 33 

erhält man durch Elimination von a^,^, x^,y % die Gleichung deg 
e-eo metrischen Ortes „ , „ , , T9 

234«. Wird der Kreis im Punkte C*i.»i)) die Ellipse im 
Punkte {x 2 , !/ 2 ) berührt, so müssen die Koordinaten der Berührungs- 
punkte den Relationen 

genügen. Daraus findet man die Gleichungen: 






- ah, 



i + b 

Der Kreis und die Ellipse luiben demnach vier gemeinschaftliche 
Tangenten. 

2340. % — ^f 

235k. Die Koordinaten des Borülmmgsimnktes der Parabel 
(a;,, j/j) und die des .B(Tühniii<?-.|umJ;ti:s der Hllipwe (■■<'.,, </ a ) genügen 
den Relationen 

8 YlSay s -f a^y, = 0, 2 yTa;^ — ay, — 0. 
Man erhält demnach die beiden Gleichungen 

2# — Y~3x = 4a und 2)/ + 1/3 £ = - 4«. 
Die Ellipse und die Parabel besitzen also nur zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten. 

235(3. tg qj = • also Z. ip = 76° l' 4". 

KuVä- 24 

23Ü. Die beiden Tangenten entsprechen der Gleichung 



9 _ ^ _ -y,»,±i/«y+^v -«*f (l _ ^ 

CT — # t 
Daraus folgt: Die beiden Tangenten sind nur dann reell, wenn 
der gegebene Punkt außerhalb der Ellipse liegt, sie fallen zu- 
sammen, wenn der Pnnkt der Ellipse angehört, sie sind imagi- 
när, wenn der Punkt in der Fläche der Ellipse liegt. 

Der von den Tangenten eingeschlossene Winkel ist bestimmt 

durch die Gleichung , 

21/flV+AV «*&- 
**—# + **-{>*+*)' 
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34 Die Ellipse. 

Beispiel. 39» + (24+ f/jf)« - 309 + lOO/if. 

tg^-mVI, L T -46'S'«». 

4sv 167 

237. 39y+(25l/?^2>/849)y = 160> / 3"+5V^49. 

238. a s Ä »/ + ö 3 x 1 K = « ä fi 2 . 
Beispiele, a) 63» + 20« = 36. 

b) — 4VT» + 9» = 96 (die Polare ist Tan- 
gente der Ellipse). 

c) 55)/ + 24« = 40. 

239. x = — i x = ■ ; jede dieser beiden Parallelen wird 

eine Direktrix der Ellipse genannt. 

240. Die beiden Geraden durchschneiden sieb rechtwinklig. 

241. Der Brennstrahl r ist gleich a — — (E,, der Abstand d 
des Punktes von der Direktrix gleich x t ; daraus folgt: 

242. Man erhält als Gleicimng des geometrischen Ortes 

«V + (« 2 - O v? ~ 2n*kx + *?lc 2 = 0, 
d. h. der Ort ist eine Ellipse, welche den Punkt (fr, 0) zum Brenn- 
punkte und die Y- Achse zur Direktrix hat. 

243. Die beiden Strecken sind einander gleich. 

244. y = — x. Die Gerade gebt durch den Mittelpunkt der 

Ellipse. Der Halbierungspunkt wird auch dann noch reell sein, 
wenn die Schnittpunkte der Ellipse und der Polare imaginür sind. 

245. Man bestimmt die Lage der Polare leicht mit Hilfe 
der Achsenabschnitte — und — ■ 



Die Koordinaten des 


a ä" = " 


La 2 


iele. a) «j = 


= Hi 


b)»,. 


"!-' 
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Die Ellipse. 35 

247. Errichtet man im Brennpunkte auf der Sehne ein Lot, 
so schneidet dieses die Direktrix, welche zu dem Brennpunkte ge- 
hört, in dem gesuchten Pole. 

248. Verbindet man den Punkt I' mit dem Brennpunkte F 
and errichtet auf dieser Verbindungslinie in F ein Lot, so schneidet 
dieses die Direktrix d in einem zweiten Punkte der Tangente. 

249. Die Gleichungen der Geraden sind: 

ViV + (x 1 -e)x-e (je,- e) = 0, 
a'VtV + #\a - « a ö ä = 0, 
ex — a? — 0. 
Da. die Determinante 

&»fljj e 

-efa-e) -a*b* - a? 
ist, so müssen die drei Geraden durch einen Punkt gehen. 

250. Die Gerade KF entspricht der Gleichung 

&*#,# — «^(z — e) = 0; 
sie schneidet demnach die Polare des Punktes P rechtwinklig. 

251. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

d. h. die Pole liegen auf einer Ellipse, deren Halbachsen a und 

252. Der Pol ruckt auf der Ellipse «V + & 4 * S = ß4? ' 3 fort . 
welche die Fiindamentalellipse in den Endpunkten der kleinen 
Achse berührt. 

253. Die Pole liegen auf der 1 
a + 

h* 

254. Unter Anwendung von Linienkooi-dmatcn lindet man als 

Gleichungen der Enveloppen: 

f> 4 
tt ) a a a t +~v a -l = 0, 
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36 Die Ellipse. 

In welcher Beziehung stehen diese Resultate zu den in den drei 
vorhergehenden Aufgaben gefundenen? 

255. Die Pole liege» auf einer Geraden, welche der Y- Achse 
parallel läuft; die Gleichung derselben ist « a X + Nx — 0. 

256. Der geometrische Ort des Poles ist die Gerade 

LNy — MNx - LM(? - 0. 

257. Die Polaren bilden ein Büschel, dessen Mittelpunkt der 



Punkt 



(? °) kt 



258. Schließt die von dem Mittelpunkte der Ellipse nach dem 

unendlich fernen Punkte P gerichtete Gerade mit der Hauptachse 

den Winkel <p ein, so ist die Gleichung der Polare 

h 2 

a 2 y sin <f -f h 2 x cos er — oder y = — -5 x. 

fl ä tgqp 

259. Jede dieser parallelen Sehnen wird durch den konju- 
gierten Durchmesser halbiert. Vergl. Lösung 80. 

b 2 

260. p •= j-t x + y. (j> kann jeden heliehigen reellen Wert 

besitzen.) 

262. 33^ + 26^-92 = 0. 

263. Die'Gleichung der Sehne ist 2p + x = 8, die des kon- 
jugierten Durchmessers y = \ x. 

264. Die Gleichung des gesuchten Durchmessers ist 

i5p + 8x = 0, 

derselbe schneidet dio Ellipse in den Punkten 

, 45 _ 8 

^1 = ± -7=1 p, T + ~i=-i 

* 1/I51 i yisi 

während dio Endpunkte des konjugierten Durchmessers 



■±VI- »r^YE 



sind. 

265. Man zieht zu dem Durchmesser eine parallele Se 
halbiert dieselbe und verbindet den Hai uievungsp unkt mit 
Mittelpunkte der Ellipse. 
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Die Ellipse. 



, Hal- 



266. Man zieht zwei parallele Sehnen, verbindet < 
bierungspunkte und wiederholt diese Konstruktion. 

267. Der Durchmesser, welcher einer der beiden Sehnen 
parallel läuft, halbiert die andere. 

268. Über einem beliebigen Durchmesser d der Ellipse als 
Sehne beschreibt man einen Kreis, welcher den gegebenen Winkel 
als Peripherie winkel fa.ßt. Verbindet man einen der Schnittpunkte 
des Kreises und der Ellipse mit den Endpunkten von d, so ist 



durch dieBe Sehnen die Richtung der 
messer bestimmt. 



■n konjugierten Durch- 



en der Gleichung 



V ~ a a M X± aM ' 

dagegen der konjugierte Durchmesser der Gleichung 



Die Tangenten sind also dem konjugierten Durchmesser parallel. 

270. Zur Konstruktion bieten die Lösungen 265 und 269 
das Mittel. 

271. Siehe die Bemerkung unter 270. 

272. Man findet leicht, daß 






a^Ms _ M l - M 3 Jf,- M 5 
— o 3 b s ' -b* h* X - Mf, '' M 2 - M t 

a 2 M, + a 2 M i a?M 2 + a*M t 
ist. 

273. Sind y = 0, x = die Gleichungen der Fundarnental- 
strablen, und die für drei Strahl enpaare 



«,3 = 0, ;, + -— a = 



y-JH^ — 0, tf + ~alg x = > 

* ist die Bedingungsgleichung 
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eine identischo; das Büschel sonach f 
274. Mit Hilfe der Gleichung 



l involutorisches. 



b 2 ö a 



findet man r = ± - — Die beiden Doppelstrahlen sind also ima- 
ginär und entsprechen der Gleichung 

V ± ^ * - o. 
275. Die gesuchte Gleichung ist 

«V + &V -2 = 0, 
d. h. die Enveloppe ist eine Ellipse, deren Haihachsen 



V-2 



|/2 



: sind. 



^= 2 »<<|/ ?*>+>■• 2S >- 2 1/Är.w 

Beispiel. 2 %— |f "^41 =7,26841, 

26,= ^j/61321 = 13,38545. 

277. \vv—£^-> 3 = ^VäV + &*V=2j/^^ 

Der Winkel wird ein rechter sein, wenn e — wird, 
wenn die Ellipse in einen Kreis übergeht. 

Beispiel. L <p = 135° 13' 32", 3 = 6,8. 

278. Beide Figuren haben denselben Inhalt, nämlich 
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279. Man findet 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist gleich Null, 
den*«* -_ a0 . - 1S0 . 

S ä 

280. V + V = « 2 + ** a ' o^im» — aft. 

281. 2a = 14,69002, 26 = 8,95538. 



" a a + &■' 
t«-=90-^. Z-,J=90 + |~ 

Beispiel. 20j = 2&,= 13,34166, £ (p -= 115°59'20", 
Lu = 32°0'20", L (3 = 147°5ö'40". 

283. J?'=2o i b 1 siii<p = 2aii. 

284. «) / = 4 ab. 

fj) Die Richtigkeit der Behauptung findet man leicht, 
wenn man je zwei aufeinander folgende Berührungspunkte 
verbindet. 

285. Durch Benutzung der Transformationsgleichungen 
x — x x cos a + )/! cos «j , y = % Bin « + #, sin «, 

erhält man 

(a 2 Sin 3 u x + &• C08 s «0 y, s + (a s sin 2 a + l* cos 2 a) V 

4- 2 (a B sine sin «, + & s cos a cos «J x^^rfb 2 , 
woraus sich 

«,11+ VV = «i V 

ergiebt. 

286. a i y + Vj > ' — *V- 

287. oi'ffjj + V^ — «,*&,*. 

288. Die Koordinaten des Poles sind: 

•.-> *- r 

289. Es seien 2a a , der nach dem Berührungspunkte P ge- 
zogene DurcLmc^wer, und 2?> g , der demselben konjugierte, die Koordi- 
natenachsen. Ist M die Bichtungskonstante von 0.E, also — — a - 
die von OÄ, so sind die Abschnitte der Tangente 
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Die Ellipse. 

PR^Mcu, PS = \z, 

PB..PS— - V- 

290. Der nach dem Berührungspunkte P gezogene Durch- 
messer 2«, und der demselben konjugierte 2 ö, mögen als Koordinaten- 
achsen betrachtet werden, dann sind die Gleichungen der Tangenten 

[KB) a^y x y -j- b^x = Wi 
(E t S) — VW — h ix i x ~ «i a ^i a > 

35 = «^; 

.Öts5.- V , 

d. h. das Eechteck aus den Abschnitten der dritten Tangente ist 
gleich dem Quadrate' des derselben parallelen Ilalbdurchmessers. 

291. Wird der Durchmesser 2«j als X-Achse, der demselben 
konjugierte 2f>[ als Y-Achse betrachtet, so ist die Gleichung der 
Tangente, deren Berührungspunkt P ist, 

°i a ?i? + K x t x = Wi 
demnach sind die Abschnitte auf den parallelen Tangenten 

also 

292. Wählt man die beiden Sehnen zu Koordinatenachsen, so 
findet man 

yf »-'<* + ">■ 

293. (m + «) s y a +«V = «V 

oder 

(m + »)V + m a ic 8 — mV 8 . 

Beispiel. 43i a + a: s =36. 

294. I x — — 1 + ^- = — ■ Die Halbierungspunkte liegen auf 
einer Ellipse, deren Mittelpimktskoordinaten -i und deren Halb- 
achsen — und r sind. 
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Die Ellipse. 41 

295. «■(,_!)"+*.>_•£. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes sind: 0, —> die Halbachsen: 

- — 

2 ™ ¥' 

296. Fällt die Grundlinie c mit der X-Achse zusammen und 
das im Halbierungspunkte derselben errichtete Lot; mit der Y-Achse, 
so ist die Gleichung des Ortes 

(-;-)> + f (i -•)*■- 1 (i - •) (-;-)'• 

Die Endpunkte der Grundlinie sind die Brennpunkte, die Halb- 
achsen sind: 

297. Ist die Lage des Koordinatensystems dieselbe wie in 
der vorhergehenden Lösung, so ist die gesuchte Gleichung 

298. Die Lage des Koordinatensystems sei dieselbe wie in 
Lösung 296, dann erhält man 

y' + fer* — — - 

4 

299. Die Schenkel des rechten Winkels mögen mit den Koor- 
dinatenachsen zusammenfallen. Eückt A auf der X-Achse, B auf 
der Y-Achse fort, so ist die Gleichung des geometrischen Orio^ 

»V+6V-a'S'. 

300. Ist die Länge jedes Schenkels gleich s und wird der 
zweite durch den Punkt P im Verhältnis m zu n (von oben nach 
unten) geteilt, so bewegt sieh der Punkt P auf einer Ellipse, deren 
Gleichung 

(m + nf f Q + »)V _ 
« s + (2m + «; a 

ist. 

301. Bezeichnen wir die Hälfte dos veränderlichen Winkels 
mit <p, so ist 

9f - (o - f>) sin p, 2» - (o + 6) cos «p, 
demnach die Gleichung des Ortes 
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302. Läßt man die Seite c mit dem positiven Teile der 
X-Achse, den Eckpunkt A mit dem Koordinatenanfangspunkte 
zusammenfallen , so erhält man: 

(o + 6 + c)j/* + (a + b - e)x 2 - c(« + b - c)x - 0. 
Dies ist die Scheitelgleichimg einer Ellipse, deren '. 



i V a + b 



-b + c 
303. Die Bahn des Schwerpunktes entspricht der Gleichung 



'(-*)' ,.■: , 



Die Mittelpunktskoordinaten dieser Ellipse sind — . 0; die Halb- 
achsen — und — ■ 

304. Der Höhenpunkt beschreibt die Ellipse 

y*=^ a (2ax-x*), 

deren Halbachsen a und — sind, 
ö 

305. »y+öV — oV. 

306. Der geometrische Ort des Punktes P ist die Ellipse 
<?f+2b(a-b)x 2 --2bc(a-b)%=>b 2 e\ 



Halbachsen -" ■ / " ' —■" *' -^- ^ ■ 



Wo liegen die Brennpunkte dieser Ellipse? 

307. r, s j/* + r s V — r*r*. 

308. r y+6V=rW 

309. Ist b der Abstand des Punktes N vom 
des Kreises, so ist die Gleichung des Ortes 

rV + ÖV = r B fc 8 . 

310. if+ 2a! a - 4r# = 0. 

Die Halbachsen dieser Ellipse sind r und 2r. 

311. 4y'+<X?- 4rx = 0, 
Halbachsen: 2r und r. 
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Die Ellipse. 43 

312. 16/~48i/ + 25 1 K a = 64. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes sind; 0, -§; die Halb- 
achsen: 2 und 2,5. 

313. 9# s + 8s; 3 - irx^ir*. 

Die Mittelpunktskoordinaten der Ellipse sind: — i 0, die Halb- 
achsen: 4r und — — ■ 

VT 

314. Man erhält: 

25y % + 24a;*— 24* — 144. 
Die Mittelpunktskoordinaten der Ellipse sind: -£, 0, die Halbachsen: 

i, /«. 

315. Die Gleichung des Ortes ist 

9/+ 8ic 2 — 8x = 16, 
d. h. eine Ellipse, deren Mittelpunktskoordinaten -i-, und deren 
Halbachsen -| und Y% sind. 

316. In der Anfangslage berühre der bewegte Kreis den 
festen in dem positiven Teile der X-Achse und der Punkt P sei 

um — vom Berührungspunkte entfernt, dann ist die Gleichung 
der Kurve, welche der Punkt P beschreibt, 
ix* 4y g 

317. Die Gleichung einer Polare bezüglich des gegebenen 
Kreises hat die Gestalt 

(x — r) (%! — r) + yy y = 2r s , 
worin x x , y t die Koordinaten des zugehörigen Poles sind. 

Soll die Polare zugleich Tangente der Parabel sein, so müssen 
die Größen te x , y, der Relation 

genügen. Der Pol beschreibt demnach eine Ellipse. 

318. Man benutzt die Relationen FF + FjP = 2a und 



■"+(?)• 



319. Fällt man von F und F t Lote auf (, so sind die beiden 
Fußpunkte Punkte des Hauptkreises. Verlängert man ferner eins 
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44 Die Ellipse. 

dieser Lote über den Fußpunkt hinaus um sich selbst, und ver- 
bindet den Endpunkt der Verlängerung mit dem andern Brenn- 
punkte, so erhält man in dieser Verbindungslinie einen geometrischen 
Ort des Berührungspunktes. 

Determination. Die Lösung ist nur dann möglieh, wenn t die 
Verbindungslinie der beiden Punkte F und I'\ nicht durch schneidet. 

320. Determination. Man erhält nur eine Losung. 

321. Man bestimmt) zunächst die Lage des zweiten Brenn- 
punktes und somit die Richtung der Hauptachse. 

322. Man konstruiert mit Leichtigkeit zwei geometrische 
Orter des Brennpunktes F v 

323. Hat man den zweiten Brennpunkt und die Achsen ge- 
funden, so läßt sich Lage und Länge des konjugierten Durch- 
messers bestimmen, indem man geometrische Orter für die End- 
punkte desselben konstruiert. 

324. Man benutze zur Lösung entweder den Satz: Die Fuß- 
punkte der Lote, welche man von dem Brennpunkte auf die ge- 
gebenen Tangenten fällen kann, sind Punkte des Haupi.lt reiste, 
oder man konstruiere geometrische örter für den zweiten Brenn- 
punkt. 

325. Siehe die vorhergehende Lösung. 

326. Konstruiere den Hauptkreis, verbinde P mit dem Brenn- 
punkte F, schlage über dieser Linie als Durchmesser einen Kreis 
und verbinde die Schnittpunkte beider Kreise mit P. Sind auf 
diese Weise die Richtungen der Tangenten gefunden, so bestimmt 
man leicht die Berührungspunkte, indem man die Gegenpunkte 
der Brennpunkte zu Hilfe nimmt. 

327. Man suche mit Hilfe paralleler Sehnenscharen den 
\]ii,i.(;]p-.;nkt. ziehe eim-a beliebigen Durchmessor und bestimme mit 
Hili'e rechtwinkliger Supplementarsehnen die Eichtungen der Achsen. 
Für die letzte Frage siehe die vorhergehende Lösung. 

328. Man errichte im Mittelpunkte auf der Hauptachse, welche 
der Richtung nach gegeben ist, ein Lot und konstruiere mit Hilfe 
von Lösung 230 einen «oomclirijstilien Ort für die Brennpunkte. 
Zur Konstruktion der Direktrixen bietet Lösung 248 das Mittel. 

329. Die Lösung der Aufgabe ist nur möglich, wenn die 
i Tangente von dem Hauptkreise geschnitten wird. 
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Die Ellipse. 45 

330. Man verlängere die Ordinate des gegebenen Punktes 
PK über P hinaus bis zum Schnitt mit dem Hauptkreise in //, 
verbände I- mit dem Mittelpunkte und ziehe durch P eine 
Parallele aar Hauptachse, welche den Radius OL in E seimeidet, 
dann ist OH gleich der kleinereu Halbachse, 

331. Zur Bestimmung der Längen der Achsen lassen sieh 
die Relationen 

a 2 = x i Vs — <% 9i . ^1^2 + x sVi 
Vi — Vi Vi + Vi 

verwerten. Die Lösung ist nur möglieb, wenn die DHt'eren/on 
iCj 8 — Xjf und j/ a a — y t ' dasselbe Vorzeichen besitzen. 

332. Verbindet man den Schnittpunkt der Tangenten (,, i 2 
mit dem Halbienmgspunkio von P 1 P% I so erhält man einen geo- 
metrischen Ort des Mittelpunktes. Für die Fortsetzung der Kon- 
struktion siehe die vorige Lösung. 

333. Man zieht durch den Punkt P eine Parallele zur Haupt- 
achse, welche den über der kleineren Aebse als Durehmesser kon- 
struierten Kreis in L schneidet. Die Verlängerung des Radius 
OL durchschneidet dann die Verlängerung der Ordinate von P 
in einem Punkte des Hauptkreises. 

Determination. Die Lösung ist nur möglich, wenn P außer- 
halb des Kreises über der kleineren Achse liegt und wenn die 
Parallele durch P zur Hauptachse diesen Kreis schneidet. 

334. Determination. Die Konstruktion ist unmöglich, wenn 
der Hauptkreis die Tangente ( nicht durchschneidet. 

335. Man ziehe durch B eine Parallele zu AA lr welche 
Tangente der Ellipse sein wird, errichte im Berührungspunkte li 
auf derselben ein Lot = «j und konstruiere einen Kreis, der durch 
den Endpunkt des LoteB und den Schnittpunkt der konjugierten 
Durchmesser geht, dessen Mittelpunkt in der Tangente liegt. Ver- 
bindet man den Punkt mit den Schnittpunkten des Kreises und 
der Tangente, so erhält man die Richtungen der Achsen. Vergl, 
Losung 289. Welches ist die Richtung der Hauptachse? 

336. Bei der Konstruktion berücksichtige man Lösung 249. 
Determination. Direktrix und Polare müssen konvergent sein. 
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4ß Die Hyperbel. 




337. J=abn. 




Beispiel. J = 6n ~ 18,8491556 . 


..D. 


338. J"= 17,85357 D. 





339. J -= a = 1,40496 . s 2 . 

1/5 

340. Eine einfache geometrische Betrachtung fuhrt an dem 

Resultate 

oegm, : Segm. = : a. 
« W 

341. Mit Hilfe der vorhergehenden Lösung findet man leicht 

Seet. : Sect, = & : a. 



343. Sect. = ^— = 0,97078 □ . 

24 

344. Die Inhalte der Segmente sind: 

F,= 1,16883 D, F 2 = 64,80467 □. 
34Ö. Man erhält: 

F 1 =^aa- 8,75 Vl5 = 6,54 0, 

F s = 80w — F, = 245,787408 □ 



8 / 



346. Mau findet: 

F 1 :F a =i« — Sy~3: 8 TT + 3 "|/3". 

347. Die beiden äußeren Teile sind einander gleich: 

F t = F t = 3,1604 D, 
der mittlere Teil: 

F a = 40,832 0. 

348. Man erhält: 

F,= 27,97674 Q, ^=34,856112 0. 

Die Hyperbel. 

349. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

ay+(a a ~eV =«>*-«*). 

oder wenn e s -— a 2 gleich ö 2 gesetzt wird, 

a 2 ;/ 2 — 6 2 ai 2 — — « s & 8 . 
Der geometrische Ort ist eine Hyperbel. 

350. 64# 2 -49a! 3 =-3136. 

351. 25y s - 144a; 2 3600. 
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Die Hyperbel. 






47 


352. y*— 8«' 


! =-8« 2 . 








Da man a jed 


en beliebigen Wert beilegen kann, 


su enis}: 


■riebt 


dieser Gleichung ei 


n System von Hyperbeln. 






353. 84 j/ 2 - > 


325a; 2 lOOOO. 








354. Man erhält 








V\~ x -/ " V-i x \ , $ 


SiS'-^V..! 




- »i'V 

■xv- 


y . 


V* - Vi 


x* — x» J 


^ a ) 


Beispiel. 7a? 


'- S* 1 — 148. 








355. x = p = 










Die Hyperbel 


kann nur dann Punkte 


llt'sitZüU, 


deren Koor 


dinatea dieser Anforderung genügen, wenn 


!> ! > »■ ; 


Jb 




356.* = ^ 











357. Die Hyperbel, welche der Aufgabe genügt, entspricht 
der Gleichung 

J8 + e -y]/ ß + i6P"l8 r + r6-?r 

\S +C 2 K 16)1 2 K 16 s| 

Beispiel. 
(33 - 4 Y29) j/ 2 - { 4 ^29 - 8 }iü» (33 — 4]/29) (4 |/29 - 8). 

358. Es ist jb — a:y — y.x + a, d. h. jede Ordinate ist die 
mittlere Proportionale zwischen den Abständen ihres Fußpunktes 
von den Scheiteln der Hyperbel. Wie lassen sich demnach die 
einzelnen Punkte einer gleichseitigen Hyperbel durch Konstruktion 
finden, wenn die Haupl.adise uWselUftu gegeben ist? 

359. Die Gleichungen der Brennstrahlen sind: 

»-& = a r j r;( :B - ! und 9-9i-~K0 E -"i)i 

die Längen derselben: 
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4£ Die Hyperbel. 

Beispiel. tr-iV*-=~iVz(V^ +»)(*- ö )> 

y ._. J j/5 _ |]/5 (]/29 - 5) (c - 5). 
pj- = 5,97527, PF, = 11,97527. 

360. Aus der vorhergehenden Lösung folgt: 

PF-\-PF 1 =2sx„ 
d. h. die Summe der beiden Brennstrahlen wird erhalten, wenn 
man die Abscisse mit der doppelten numerischen Excentricität 
multipliziert. 

361. Ly = 24° 11' 57". 

362. Man erhält vier Punkte, deren Brennstrahlen der An- 
forderung genügen; die Koordinaten derselben sind: 

x =10,4487, y,— ± 2,4132, 

a,= — 10,4487, y.= +~ 2,4132, 

363. Es ist (,: y i =a:Jj, für die gleichseitige Hyperbel dem- 
nach t. = «,, 



365. 49# s +392y — 100«* + 1000a; +3184 = 0. 

366. y* — - — x + -j x* oder iß = px + 3»*. 

367. Die Achsen der Hyperbel sind: 

2a = 12, 26 — 14. 

368. Die Hauptachse der Hyperbel ist 2ft = — = — - 1 

Scheitelgleichung y* = px + — — ^-— x 2 . 

2 !> a ö a 

369. ,f = sc + - — -= xK 

370. 



ysn 



j/e s cos ! "# - 1 
371. Man erhiilt, wenn man den rech tel legenden Brennpunkt 
als Pol annimmt: 
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+ a — e cos <p 
d. h. für jeden Wert von <p zwei Werte von p: 

TJ> --gl 3 

1 — £ cos 9 1 + £ cos <p 

Der Radiusvektor kann nur positive Werte besitzen. Der Endpunkt 
desselben beschreibt demnach , wenn a das positive Vorzeichen hat, 
den rechts liegenden Hyperbelzweig, und wenn a das negative Vor- 
zeichen hat, den links liegenden Hyperbelzweig. 

Ist der links liegende Brennpunkt der Pol, so ergiebt sieh 



±a + t 



1 + l COS q> 1 — £ COS rp 

372. Da die Anomalien q> und ti + tp sind, so ergiebt sich 

oder 

Vi ■ fe = i.P (?. + es)- 
Vergl. Lösung 180. 

373. Es ist 

a) Q=pfürcos<p = ~ - - und für eostp = — ; 

s a — 3 1 + a a 

b) p = 2tt für cosip = — - — und für cosv = — - — i 

c) p = 2e für 00391 = ij~ä und für eosg> = — ^ — -■ 

374. Man findet 

, / 1 1 \ , /1+EC08? l-scosip\_ 2 

8 \ft «1/ = " \ i* £p / 1> 

375. I + I-i^i!, 

d, h. zieht man in einer Hyperbel zwei sich rechtwinklig schnei- 
dende Brennpunktsehnen, so ist die Summe ihrer reeiproken Werte 
konstant. 

Hoahheim, Aufgaben ::. iL an»!. Gcmiiistrio. II. B. 4 
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Mna 2 ± abYb 2 + n 2 


-a 2 M 2 


b* — a*M s 


nb 2 ± abW\/b 2 + n 2 


- a 2 M 2 


b 2 - a 2 M 2 





Die Hyperbel. 
Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 



Beispiele. 1. x . = - \ + {- Yvi, j/, 3 1 ± £■ l/l7. 

2. #, = 5, y, = — 6§-. Die Gerade ist eine 

Tangente der Hyperbel. 

3. x, = - -g>± £i"|/35, 2/, = — 4-±-ri/35, 

4 3 

377. Nimmt man mit der Relation I> 2 -\- n 2 — a 2 M 2 ^ eine 
ähnliebe Umformung vor wie in Lösung 188, so gelangt man zu 
dem Resultate: 

Die Gerade sehneidet die Hyperbel in zwei reellen Punkten, 
wenn der Fußpunkt des von einem Brennpunkte auf die Gerade 
gd'iillt.eii Lolfii iiiij.'niriüiVi.i der Klric-iie des Jliuiptkreises, in zwei 
iuiawiniireii Punkten, wenn der Fußpimkt des Lotes in der Kreis- 
fläche liegt. Die Gerade ist dagegen Tangente der Hyperbel. 
wenn der Fußpunkt des Lotes sich auf der Peripherie des Jluujit- 
kreises befindet. 

378. Man erhält 

■ = _ a ^ + w ") = " 2 ~ &a 

Sl 2bn ' V '~ 2« ' 



a (b* + m 2 ) 

2bn 



Jede der Geraden schneidet dio Hyperbel in einem endlichen 
Punkte, aber außerdem noch in einem unendlich fernen Punkte. 

Wird n = gesetzt, so berührt jede der Geraden die Hyperbel 
in einem unendlich fernen Punkte. Diese beiden Geraden werden 
die Asymptoten der Hyperbel genannt. 



- öV -1 = 0. 
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381. Man erhält 

- ~ - ± llVCi + tg^-^tgV 

~ ~- ± 2j— Vr* (1 + tg»?.) - 4*> tg*g>, 
aus denen sich durch Elimination von tg ij> 

4 4 

ergiebt. Die Enveloppe ist demnach eine Hyperhel mit den Achsen 
r und Yift* — r*. 

382. Die Enveloppe ist eine Hyperhel, welche der Gleichung 

rV - (»,* - r*) v* - 1 - 
entspricht. 

383. Die Gleichung der Enveloppe in Linie nkoordinaten ist 

<JV - (f - d») «* - 1 - 0. 
Wie liegt die Hyperbel, welche dieser Gleichung entspricht? 

384. Die X-Achse wird in den Punkten 

^=-1+ f ]/34, # s l--|l/34, 

die Y-Achse in den Punkten 

ft _ 3 + f < i/ä, tt - 3 - f <yä 

geschnitten. 

Die Gleichung der Hyperbel in Linienkoordinaten ist 
34u 2 — 8w ä - 6wu + 6ü— 2w + l — 0. 

385. Die Gleichung der Sehne ist 

9 3/ -643 +741-0. 

Dieselbe schneidet auf dem positiven Teile der X-Achse das Stück 

ll|j, auf dem negativen Teile der Y-Achse das Stück S2-i- ab. 

Der Neigungswinkel der Sehne zur X-Achse ist 

Lq> — 81°59'43". 

386. Die beiden Tangenten entsprechen der Gleichung 

2± YlM 
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Die Hyperbel, 
387. Die Koordinaten der Ecken sind: 



ab _ ab 



Die Lösung ist nur möglich, wenn fc a > ß a ist. 
388. Die Gleichungen der Seiten sind entweder 





389. 


^8 


- + 2 V2 + 2 v^, 


v 

9 r 


-±n*-+' 


il"?; 




- - 2 V2 + 2 V-f , 


J-Vf. 




390. 




«&« 


v 


abi 
Yb 2 n 2 "- 






! y&V~a s m s 


■ r( s M! s 






1 


«6k 


■ »j- 


J/6"«"- 






V*«««-«"«" 


■ a 2 w» a 




BeU 


piel 


*• — — ""KlBi 




±41/15; 

+ 4> / I5- 






391. 


Die 


Gleichung der Tangente ist 


oVff ^ &3;( 


f s = -a 8 fc*, 


der 


Abschnitt auf der X-Achse ist = - 


-1 der auf der Y-Aelise 




b 2 













Beispiele, a) S^y — "|/5 a + j/6 = 0. 
b) S^V» — 16a; — 28 = 0. 

392. Die Fußpunkte liegen auf der Peripherie des Haapt- 
kreises 

a? + & 2 = a 2 . 

Vergl. die Lösungen 377, 382 und 210. 
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393. Die Gleichung ist 

*' + 0+ cf= 4a s , 
d. b. die Peripherie eines Kreises, dessen Mittelpunkt der andere 
Brennpunkt und dessen Radius gleich der Hauptachse 2 a ist. 

394. Man erhält zwei Punkte, deren Koordinaten sind: 

, _+ „g!^_ , _ | b * _ _ 

X i Ya* tg a a - &«' i ~ j/a« tg* « - & 2 

Die Punkte sind nur dann reell, wenn der absolute Wert von 

b 
tg a > — ist. 

100 9 

Beispiel. ä-±— =, y=±-— — . 
ä ]/97 i 1/291 

395. Man verbinde den gegebenen Punkt _P mit einem der 
Brennpunkte und beschreibe über dieser Geraden als Durchmesser 
einen Kreis. Die Punkte, in welchen dieser den Hauptkreis der 
Hyperbel schneidet, verbinde man mit dem Punkte P. Vergl. 



Determination. Liegt der Punkt P außerhalb der Hyperbel, 
so lassen sich zwei reelle Tangenten ziehen, liegt er in der 
Hyperbelfläche, so sind die beiden Tangenten imaginär. Be- 
findet sich der Punkt P auf der Hyperbel, so ist nur eine Tan- 
gente möglich. Warum? 

396. Man fälle von einem Brennpunkte der Hyperbel ein 
Lot auf die gegebene Girade g. Durch die Punkte, in denen 
dieses Lot den Hauptkreis schneidet, ziehe man Parallelen zu der 
Geraden g. 

397. Zwei Gerade genügen der Aufgabe. Dieselben ent 
sprechen der Gleichung 

398. \ . \ b\ Vergl. Lösung 224. 

399. Die Hyperbel wird von den Kreisen 



in den gesuchten Berührungspunkten geschnitten. Wie viel Tan- 
genten lassen sieh konstruieren? 
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54 Die Hyperbel. 

Beispiel. Man erhalt in diesem Falle vier Tangenten, deren 
±19- 5VTä 

— &*■-*: 

Beispiel. 26y + 15tf = 694,2. 

40!. T g -i^V--^gV^, 

Sbtg - -A = ~ > Sbn — —A- 

Für die gleichseitige Hyperbel erhält man: 

Tg = * Va^-o" - - V^s , N = Y2x 1 *-a a = ]/r', 

Sbtg — ^-- Sbn = af r 

Beispiel. Tg — -|]/47, N = -$1/319, 
Sbtg — 2-A, Sbn - 9-|. 

402. N-— ye(e + a). 
Beispiel. fl/IÖ. 

403. «, = 4,8, ^-±^119. 

404. Die Koordinaten der Punkte sind: 



~yj-v "i -yV^s 1 



2^= + : 



1 ys^P 1 1 

Die Hyperbel besitzt solche Punkte nicht, wenn ft 3 >a 2 ist. 
Ist die Hyperbel eine gleichseitige, so liegen die betreffenden 
Punkte in der Unendlichkeit. 

4 VV-46" i Ya'-iV 

a* . 2 6' 

*i ~ ~ yF^w' ,J T + yj-iit 

Determination? 
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406. Die Abscissen der gesuchten Punkte sind, gleich den 
Wurzeln der Gleichung 

»!*(«*— 6 B e")~a! 1 9 (2« 6 — o*&») 4- «*=0, 

namhch . = ± «* [/ 8(fl i_ 6 V) ' 

407. Bezeichnet man die Winkel, welche die Radienvektoren 
r L und r a mit der Tangente einschließen, mit «j und « s , so findet 

man leicht tg a, = tg a ä = 

408. Über die Konstruktion siehe die vorhergehende Aufgabe. 

409. Aus den Lösungen 213 und 407 folgt, daß die Tan- 
genten beider Kurven in jedem Schnittpunkte lotroth 1, ?u einander 
stehen. Eine Ellipse wird also von einer konfokalen Hyperbel 
rechtwinklig durchschnitten. 

410. Es ist tgq> = &y~&, demnach L<p = 83° 37' 14,3". 

411. L.N=— - l - |>j ist der von dem Brennpunkte 
(c, 0) nach dem Punkte (x lt y^) gezogene Radiusvektor.] 

412. Die gesuchten Punkte sind die Brennpunkte, denn in 
diesen schneidet der über der dritten Tangente konstruierte Kreis 



die 


Hauptachse. 
413. cos,, 
Beispiel. 


(» + 

Vif 


— 1 + X* = 

" 4 »»i 


_ a 4 ?!* + ö 4 V 
+ u 4 *,% 






V+ 5*1, 
3° 34' 40' 


■u« 


Va 3 + &4a 


.") 



414. Der Scheitel des rechten Winkels beschreibt den Krei 

derselbe wird nur dann reell sein, wenn a 2 > b 2 ist. 

Ist die Hyperbel eine gleichseitige, so schrumpft der Krei 
in den Koordinatenanfangspunkt zusammen. Die Schenkel de 
rechten Winkels sind dann die Asymptoten der Hyperbel. 

415. Man erhalt zwei Tangenten, welche der Gleichung 
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Welche Lage muß der Punkt P(x 1 ,y 1 ) haben, wenn die 
beiden Tangenten reell sein sollen? 

Beispiel, y + x(2 ± YH) = 9 ± 2yT4. 

416. Man erhält y — + — x. 
Beispiel, y — ± -$%■ 

417. y = ± — x. Vergl. Lösung 378. 
Beispiel. y = ±i%. 

418. tg|- = —— . also Ly *= 83° 37' 14". 

419. Jedes der Lote ist gleich b, der Inhalt des Vierecks 
demnach gleich ab. 

420. Man setzt: % = (% + %) cos a, 

und erhalt, da tg*« = -^ ist, 



« 2 +ö a /«y 



421. Die Gleichung der Tangente ist 

»■+&> 

»i« + «iS - — | — • 

. . <■'+»' ., 

oder, da y i x 1 = — - — ist, 

y x x + Xtf = Sa^ft. 

422. Die Bedingungsgleiohung lautet: 

423. Man verbindet entweder den Punkt {2x 1 , 0) oder den 
Punkt (0, 2j/ t ) mit dem gegebenen Berührungspunkte. 

424. Die Richtigkeit ergieht sich unter Berücksichtigung der 
Gleichung der Tangente (Lösung 421) aus einer einfachen geo- 
metrischen Betrachtung. 

425. / — 4 x 1 g 1 -f j~tj = «&• D^ Tangente begrenzt dem- 
nach mit den Asymptoten ein Dreieck von konstantem Inhalt. 

7 : x 1 y 1 ■=• 4ali : « a + ö a . 

426. /-?. 
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Die Hyperbel. 

427. Die Gleichung ist uv = a 3 - 

428. Die Gleichung der Polare ist 

a *Viy — b^x^x = — a 2 b 2 . 

Beispiele, a) 99y - 25a + 225 — 0, 

b) 12# + 9x +16 =0. 

429. Die Koordinaten der Berührungspunkte siüd: 
b*^ ± a?y L Ya?y^ — b 2 x t 2 -f a 2 b a 





"i 


«V 


- &v 








a a &V 


, ± i> ! z, ]/« 


■■V -<<*■«, 


'+« 


>S S 




'! 


«V 


-i>v 






11 eis 


pi.l. »,-- 


6 (ll + 3 


m 








'l~- 


11 (»± 2 


Vn) 








5 






430. 


y,« + x^j = 


»'+6' 








431. 


Man erhält 











Jede dieser Geraden wird eine Direktrix der Hyperbel genannt. 
Sind die Asymptoten die Koordinatenachsen, so findet man 
x-{-y = a, x-\-y = — a. 

432. Jeder der Abschnitte ist gleich 2 a. 

433. Die Längen der Linien sind 

ex. — a 2 , ex, — a 2 

~~i und — - -■ 

a e 

oder 

Mi + a 2 uad ex 1 + a? _ 
a e ' 

je zwei zusammengehörige Linien verhalten sich also wie e : a, 
wo e > a ist, 

434. n 2 f - (m? - « 2 ) sc 8 — 2 Je n*X = - fcV. 

Der Ort ist eine Hyperbel, (h, 0) ist ein Brennpunkt der- 
selben, die 3T-Acb.se die zugehörige Direktrix. Wie groß sind 
die Achsen? 
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58 Die Hyperbel. 

435. Legt man die Asymptotengleichung zu Grunde, so findet. 
man, daß jede der beiden Geraden gleicb x L 4- y 1 — a ist. 

436. Der Strabl steht im Brennpunkte lotrecht zur Polare. 

437. Verbindet man P mit einem Brennpunkte und errichtet 
auf dieser Linie im Brennpunkte ein Lot, so schneidet dieses die 
zugehörige Direktrix in einem zweiten Punkte der Tangente. 

438. Die beiden Strecken sind einander gleich. 

439. Da 
x, — e — b s %i 






- 



der Inhalt des Dreiecks ebenfalls gleich Null. Die 
len durch einen Punkt, 

A,n La ' Mh ' 

440. %--- F . H-.-y- 

Beispiele, a) % — f-, Vi—^\ 

b) «i &i, fc-- 12. 

441. Man erhält die Gleichung des Ortes 

Die Pole liegen also auf einer Ellipse, deren Halbachsen a und 

442. Der Pol bewegt sich auf der Ellipse 

e lf + e X = l 

fort 

443. Der geometrische Ort des Poles ist eine Ellipse, welche 
(luv Gleichung 

entspricht. 

444. Die Pole liegen auf der Geraden 

LNy — MSx = iJfe*. 
Vergl. Lösung 256. 

445. Die Enveloppe ist eine Ellipse, deren Gleichung in 
Linienkoordiniitcn ist : 



«'+ä'^"'- 1 - - 
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446. Man erhält 

Die Polaren bilden also ebenfalls ein Büschel, 

t> 2 

447. i/ = ~— 



rV, 



; <p ist der Winkel, unter dem die vom 
»'»BP 
Koordinatenanfangspunkte nach dem Pole gerichtete Gerade gegen 
die X- Achse geneigt ist. 

448. Jede dieser Sehnen wird halbiert Vergl. Lösung 80. 

449. Sind M t , M 2 die Richtung konstanten, so ist 

6 a 



die gleichseitige Hyperbel erhält man M l M i = 1. 

450. Die Bedingungsgleichung heißt: A l = — A%. 

451. Aus Lösung 449 folgt, daß der konjugierte Durch- 
ser mit derselben Asymptote zusammenfällt. 

452. Das Büschel ist ein involutorisch.es, da die Determinante 



b* 






(■' 



den Wert Null hat. Die Parameter < 
man mit Hilfe der Belation 



e Doppelstrahlen entwickelt 



a'M, 


1 

2k 


= 0; 


t±- 


Die As 


Vinpl.rHen 



Hyperbel sind demnach die Doppelstrahlen des involutorischen 
Strahl enbüsch eis. 

453. Da das Produkt M^M^ gleich — ^> also stets positiv ist, 

so sehließen die konjugierten Durchmesser entweder beide spitze 
oder beide stumpfe Winkel mit der Hauptachse ein. 
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Ist M x < —i so ist M% > — u. s. f. Daraus folgt: Von zwei 

ki iijiigiovfcn Durchmessern schneidet der eine die Hyperbel in 
zwei reellen Punkten, der andere in zwei imaginären Punkten, 
Der erste wird ein Hauptdurchinesser, der zweite ein Heben- 
durchmesse! der Hyperbel genannt. 

454. a) 16y— 75# — 0. 

b) tgy = f!g, also Z.gi = 59 3O' 21". 

455. 12«/ — 245» + 1189 — 0. 



456. ^-.^g^. 

Beispiel. 2&j— f V3'. 

457. Man erhält zwei Paare von Durchmessern, deren Glei- 



(V3281 + 4l) (1/3281 - 4l) 

y _ __ ,, y = ___ x . 

458. Man zieht durch P den Durchmesser und konstruiert 
den dazu konjugierten. Die gesucht« Taugente läuft dem letzteren 
parallel, 

459. Die Berührungspunkte sind mit Hilfe zweier konju- 
gierten Durchmesser zu finden. (Vergl. die vorhergehende Lösung.) 

460. Der geometrische Ort der Punkte ist ebenfalls eine 
Hyperbel; die Gleichung derselben ist 

Diese und die ursprüngliche Hyperbel werden konjugierte genannt. 

461. Die Gleichungen der Asymptoten der Hyperbeln sind 

, b b 

v = H — *, y— — a>. 

Konjugierte Hyperbeln haben demnach die Asymptoten gemein. 

462. Sind (x l , ?/,) die Koordinaten des Punktes der ersten 
Hvpcrbol, so ist 

r + r ^r'+r 1 -— ■ 
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463. Berechnet man die Koordinaten der Punkte, i 
die Tangente von den Asymptoten geschnitten wird, so £ 
daß der Abschnitt der Tangente 



~ 2 y f>*-a*M' 



ist. Vergleicht man dieses Resultat mit dem in Lösung 456 ge- 
fundenen, so ergiebt sieh, daß der Abschnitt der Tangente gleich 
dem Nebendurchmesser ist. 

464. E» M .-Ü?.^ 1 +-£»), a.m„™4 

a*tg*<p — b 

2a:d = d:s. 

Wie gestaltet sich das Resultat für die Ellipse ¥ 

465. a) a'-P-V-V' 

h) ab = a 1 ö 1 sing?. 

Je zwei konjugierte Durchmesser der gleichseitigen Hyperbel 
sind demnach gleich. 



467. 2a=T / 2(l / 3026-24), 2 6 = ^2 (V3026 + 24). 

468. Man zieht durch die beiden Endpunkte eines jeden 
Durchmessers Parallelen zu dem andern, dann sind die Diago- 
nalen des so entstandenen Parallelogramms die gesuchten Asymp- 
toten. Auf welche früheren Lösungen stufet sich diese Kon- 
struktion? 

469. Man konstruiert nach der vorhergehenden Lösung die 
Asymptoten der Kurve, so werden die Halbierungslinien der Asymp- 
totenwinkel die gesuchten Achsen sein. 

470. J=2ab. 

471. J^ab. 

472. tvV-VV^-W- 

Über die Entwicklung des Resultates vergl. die Lösung 285. 

473. Geht man von den ursprünglichen Gleichungen aus und 
rührt das neue Koordinatensystem ein, so erhält man 
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62 Die Hyperbel. 

474. Die beiden Verlängerungen sind gleich. Der Beweis 
läßt sich leicht führen, wenn man den der gegebenen Sehne kon- 
jugierten Durchmesser zur X-Achse, den der Sehne parallelen 
Durchmesser zur Y-Achse wählt. 

475. Legt man der Untersuchung dasselbe Koordinatensystem 
zu Grunde wie in der Lösung der vorhergehenden Aufgabe, und 
bezeichnet man den Abschnitt, den die Sekante auf der X-Achse 
bildet, mit x 1 , so findet man, daß der äußere Abschnitt gleich 

h h i i/-ä 1 

-l x — t yx. * — «, a , 

o, % 

die ganze Sekante gleich 

— m, -\ — L yx, a — a,\ 
a x a i 

demnach das Rechteck aus beiden Strecken 

\a *»--r-V*i ! -«i tl7"*' + » * Xl ~ ffl ) "" V 

ist. 

476. Die Resultate stimmen mit den früher 



477. Der geometrische Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, 
welche der Gleichung 

2xy — 7# + 4t/ = 
entspricht. Die Asymptoten derselben sind: x = — 2, »/ = -|- 

478. Sind die beiden Geraden Koordinatenachsen, so ist die 
Gleichung des Ortes 

xysma — f 3 -, 

derselbe ist also eine Hyperbel, deren Asymptoten die beiden Ge 
raden sind. 

470. Die Teilpunkte liegen auf der gleichseitigen Hyperbel 

deren Mitte lpunktskoordinaten x s = — -|-, y x — — -\ sind, 

480. Ist y — S 1 = tga(x — Xj) die Gleichung eines Strahles, 
so sind die Koordinaten des Halbierungspunktes der Sehne 
_ a 3 tga(x l tgg— yQ _ tffai gg- ft ) 

«Hg^-o* ""' fl «Hg* «-&*'"' 
Daraus findet man durch Elimination von tg«: 
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&*£*— * y — & «ll +. «Vil = 0- 
Der geometrische Ort wird also von der Jt-Achse tind einer 
Hyperbel gebildet. Welches sind die Mittel punkte koordinaten der 
Kurve? Wie groß sind die Achsen? 

481. Man erhält als Gleichung des geometrischen Ortes 

f— has a +hcx=°0. 
Derselbe ist also eine Hyperbel, deren Achsen c, cYk, und deren 
Mittelpunkts koordinaten ä^ = —• fc = sind. 

482. Die gesuchte Gleichung ist 

y»— x ' — iOa: = 0. 
Welches sind die Mittelpunktskoordinaten, welches die Achsen der 
Hyperbel ? 

483. Man hat zwei Fälle zu unterscheiden. Man erhält 

i/-=0, Bxt-yS- 2cx = 0, 
wenn der Scheitel des kleineren Winkels im Ko Ordinate n anfangs - 
punkte liegt, im anderen Falle 

y = 0, 3 a:*— y* — lex -f c s = 0. 
Der Ort der Spitze wird also jedenfalls von der X-Acbso und 
einer Hyperbel gebildet. 

484. Eliminiert man aus den Gleichungen 

&*— P<h, y-? = p«k, 
2ffiij— pfa + l), %y 2 y— pQh + S), 
16 W +9p 9 y 1 y a +p* 

die Größen a\, a: 3 , j/j, j/ a , so findet man als Gleichung des geo- 
metrischen Ortes 

ij* 008*3 - | 2 sin s # - ip|(l + C06 2 £) - — sin 2 # = 0. 

Für # = 45° i s t der Ort eine gleichseitige Hyperbel, welche der 
Gleichung s 

,i_p_j.,{_J._0 

entspricht. Dagegen erhält man für #=-90°: 

d, h. die Hyperbel degeneriert in die Direktrix der Parabel. 
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Die Hyperbel. 
485, Der geometrische Ort ist eine Hyperbel, welche der 



entspricht. 

486, Der Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises beschreibt 
■ Hyperbel, deren < 



!)-« 



xy — a sin ■ - ■ 1 x cos — — y sm 

ist. (Vergl. Heffc I, Lösung 170.) Welches sind die Gleichungen 
der Asymptoten der Kurve? 

487. Die Seite c möge mit der X-Aehse zusammenfallen und 
durch die F-Achse halbiert werden, dann ist die Gleichung des 
geometrischen Ortes 

36 d V - 36 (c 2 -tf)x s d 2 (c 2 - d 3 ). 

Wo liegen die Brennpunkte dieser Hyperbel? 

488. Der geometrische Ort ist eine gleichseitige Hyperbel, 
welche der Gleichung 

nxy — my — x + c = 
entspricht. Die Asymptoten derselben sind x = — i y — -— ■ 

Wird der Scheitel der Parabel in den Koordinatenanfangs- 
punkt verlegt, so nimmt die Gleichung des Ortes die (! estalt 

an. nxy-x + C^O 

ä 

489. ä'*= tj (x 2 — 2ax). Wie groß sind die Achsen dieser 



v])Crl>oi'. J 

490. 


Der 


Schwerpunkt rückt 


auf der 


Hyperbel 






b 2 


IS« 


X + 


Srr) 



491. Ist die Gleichung dos Kreises x 2 + y 2 = r 2 , die Koor- 
dinaten des Punktes P aber a, 0, so daß «>r ist, dann ist 
die Gleichung des geometrischen Ortes 

4 (a 2 - r 2 ) x 2 - 4 a (a 2 -r 2 )x-i r 2 if - - (« 2 - r 2 ) 2 . 
Wie groß sind die Achsen dieser Hyperbel? (Vergl. Lösung 312.) 
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492. Mar. erhält: 

1) 4(r,-»i)V- 4 |o ! - (r, - r,) ! | ai ! + 4o{o , -(r 1 - r,) ! | s 

2) 4(r,+ r,)V- 4 l«'-(r, + r,)"| * ! + 4« (o ! - (r, + >-,)>) « 

-{o'-(r, + ^l 8 . 

Die Mittelpunkte der gegebenen Kreise sind die Brennpunkte 
der Hyperbeln. Wie groß sind die Achsen? 

Ist »i = *gj so degeneriert die erste der Hyperbeln in die 
Gerade * = — - (Vergl. die Lösungen 313 bis 315.) 

493. Man erhält zwei gleichseitige Hyperbeln, welche der 
Gleichung _ s 

entsprechen. 

494. Die Gleichungen der beiden Sehnen sind 

y = (x + r) tg a, ytgu=*{% — r); 
demnach erhält man nach Elimination von tg et die Gleichung des 
geometrischen Ortes « __ t _ _ _s 

495. Die Pole liegen auf der Hyperbel 

4 r 2 y 2 — p 2 x 2 = — r*pK 

496. Die Pole liegen auf der gleichseitigen Hyperbel 

Lxy — Ny = k 2 M. 

497. Man erhalt 

Y(x - a) 2 + if — r^ — Yx s +y* — r.f = d, 
und daraus 

id*y 2 - ifa* - d 2 )x 2 + ±a(a 2 + r s 2 — r^-d^x 
= 4<?V+ (<** + fj 8 -» - ! 3 - O a . 

498. Man findet 

a 2 y 2 — (ir 2 — ß 2 Ja; s — 4ar 2 ar = a 2 r 2 . 
Daraus folgt: Der geometrische Ort ist für 4r 2 > a 2 eine Hyper- 
bel, für 4r 2 =a 2 eine Parabel, für 4r a <« 2 eine Ellipse. 

499. Die Differenz der Leitstrahlen des Punktes P ist gleich 
dem DnrchmesBer des Hauptkreises, der die Gerade F 1 1'' S in den 
Scheiteln schneidet. 

500. Man findet leicht zwei Punkte der Peripherie des 
Hauptkreises. 

Hochheim, Aufgaben a. d anal. Geometrie. IIB. 6 



Hosted by 



Google 



66 Die Hyperbel. 

Determination. Die Lösung ist. nur dann möglich, wenn ( 
die Strecke F l F a schneidet und zwar unter einem Winkel, der 
von 90° verschieden ist. 

501. Es läßt sieb, leicht ein zweiter geometrisch er Ort für 
den Brennpunkt F a konstruieren. 

502. Fällt man von F l ein Lot auf %, so ist der Fußpunkt 
des Lotes ein Punkt der Peripherie des Hanptkveises. 

Determination. Es ergeben sich zwei Mittelpunkte, also auch 
zwei Hyperhein. 

503. Man bestimme zunächst die Lage der Brennpunkte. 
Determination. Es lassen sich zwei Hyperbeln konstruieren. 

504. Fällt man von F l Lote auf die Geraden t lt t 2 , t 3 , so 
sind die Fußpunkte derselben Punkte des Hauptkreises. 

Determination. Die Konstruktion läßt sich nur dann aus- 
führen, wenn F l außerhalb des Hauptkreises Hegt. 

505. Vergl. die Lösung 327. Zur Bestimmung der Lage der 
Brennpunkte läßt sich eine Tangente benutzen. 

506. Determination. Es lassen sich zwei verschiedene Hyper- 
beln konstruieren. 

507. Man konstruiere /uniidisi, die Koordinaten des Punktes 
P faTj, f/x) und benutze zur Bestimmung der imaginären Achse die 

Formel ö a = - s --— t - Wann läßt sich die Konstruktion nicht 
ausführen. 

508. Konstruiert man zunächst den Hauptkieis, so lassen 
sich leicht geometrische Öiter für die Brennpunkte finden. 

Determination. Die Konstruktion ist nur möglich, wenn die 
Tangente t von dem Hauptkreise geschnitten wird. 

509. Legt man durch P ein Büschel von Strahlen, so kann 
man mit Hilfe von Lösung 474 beliebig viele Tunkte der Hyper- 
bel rinden. Derjenige Strahl, welcher im Punkte P halbiert wird, 
kann zur Bestimmung der Scheitel benutzt werden. 

510. Halbiert man den Abschnitt der Tangente, welcher 
zwischen den beiden Asymptoten liegt, so erhält man einen Punkt 
der Hyperbel. Über die Fortsetzung der Konstruktion siehe die 
vorhergehende Lösung. 

511. Das Mittel zur Konstruktion bietet die Lösung 452, 
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512. Man bestimmt durch eine einfache Konstruktion zunächst 
die Längen der Achsen. 

513. Es lassen sich leieht zwei Punkte der zweiten Asymp- 
tote finden. 

514. Durch das Verhältnis der Achsen ist die Eiehtung der 
zweiten Asymptote bestimmt. 

515. Verbindet man die beiden Punkte P t und P ä und ver- 
längert diese Gerade bis zum Durchschnitt mit der Asymptote a v 
so kann man einen Punkt der zweiten Asymptote bestimmen. Über 
die Fortsetzung der Konstruktion siehe Lösung 509. 

516. Mit Hilfe der beiden Geraden P t P s , P 2 P S kann man 
zwei Punkte der zweiten Asymptote finden. 

517. Der Abschnitt von / 3 , welcher zwischen t t 
wird von jedem Brennpunkte aus unter rechtem Winkel ; 
demnach findet man leicht erneu geometrischen Ort ilei 
punkte. Ein zweiter Ort ist die Hauptachse. 

518. J = « 2 lognat rA- 
Beispiel. 16,4925... D. 

519. Es sei a der Koordinatenwinkel , den die beidei 
toten einschließen, dann ist 

J=-i(o s, + 6 s ).sina.lognat 0*\- 



1 '., liegt, 

gr'Kilicn; 



i Asymp- 



jispi 



ei. 28,0318... G. 



520. Zieht man durch P, und P a Parallelen zu der einen 
Asymptote, welche die andere in Q l und Q 2 schneiden, so lehrt 
eine einfache Betrachtung, daß der Inhalt des Sektors gleich dem 
der Figur i\P s Qg(J>, ' at ' aer s ' Cü nacfl der vorhergehenden Lösung 
leicht bestimmen läßt. 

521. Da der den Sehnen konjugierte Durchmesser jedes der 
Segmente, welches durch eine Seime abgetrennt wird, halbiert, 
so ergieht sich 0P 1 Q 1 = OP a Q,. 

522. J^a6.1ognat( d + ^ d '~ o3 ). 



l!eis[ 
523. 



el. J— 24,1416... D. 



(d + Yd 2 ■ 



Hosted by 



Google 



Die Kurven zweiten Grades 



• ■ ■ t , r. U8 . » 1 5 V' " 

iispieL J.= 15 i ,. „,fi _ 



524. / _ *-gyr + ¥ + 2 .1 . Lg nat (ttl2±?) . 

525. Der Inhalt eines jeden der vier Flächen stücke ist gleich 

Die Knrven zweiten Grades. 

526. Der gegebenen Gleichung entspricht: 

1. er) eine reelle Ellipse, 
ß) ein Punkt, 

y) eine imaginäre Ellipse; 

2. «) eine Parabel, 

ß) zwei parallele Gerade, welche entweder getrennt liegen 

oder znsammenf allen und reell oder imaginär sind, 
y) eine Parabel; 

3. a) eine Hyperbel, 

ß~) zwei sich schneidende Gerade, 
y) eine Hyperbel. 

527. Die Kurven, welche den gegebenen Gleichungen ent- 
sprechen, sind: 

a) eine imaginäre Ellipse; 

b) eine reelle Ellipse: 

c) zwei sich sehneidende Gerade, deren Gleichungen x — 3«/ 
+ 2 = 0, 2tf + 3/ + 5 = sind; 

) eine Hyperbel; 

| zwei parallele Gerade, deren Gleichungen Zx— 2j + l — 0, 

3a — 2# — 9 — sind; 
) eine Parabel; 
) zwei parallele Gerade, welche zusammenfallen und der 

Gleichung bx + iy + 7 = entsprechen; 
1 Punkt; 
) eine Hyperbel; 
) eine Hyperbel; 

■ Ellipse; 
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Ö!> 



m) eine Hyperbel; 

n) ein reeller Punkt, in dem aich die beiden imaginären 
Geraden 3^ — 2i$ + 9 -f 2t-=0, 3*/ + 2»a;-f9 - 2i = 
durchschneiden ; 
o) ein Kreis mit den Miltelpuaktskoordinaten « = — 3, 6 = 2 

und dem Radius r = 4, 
.028. Die Gleichungen der Örter sind: 

Sa; + Cty + E= 0, Ax + By + D = 0. 
Beispiele. 1. * + 2 J + 3 ■= 0, 2<c + y + 2 — 0; 
2. 6s+7y4- 1 =0, 3<r + 6y + 2 = 0. 



529. Da in diesem '. 



\AB\ 
\ B C \ 



= ist, so müssen die 



beiden Geraden parallel laufen. 

Beispiel. 9#-3«y + 2 = 0, 6*— 2y - 3 — 0. 

530. Mit Hilfe der Lösung 528 findet man die Koordinaten 



Beispiele. 



-1) 


-E 


1 A 


11 


B 





\—I) 


-E 


J. 


B 


' '" 1 A 


B 


B 


C 


1 B 






y~- 



- i* 



3. x = co , y = co . 

531. Die Konstante F muß gleich Null sein. 

532. Die Kurve berührt a) die X-Achse, wenn D 3 — ÄF^ 0, 
b) die Y-Achse, wenn E 2 — ÖF~=Q ist. 

533. Man erhalt: 

Ax 1 a +2Bx 1 y 1 + Cy l a +2(Aa + Bb + D)%+2 (Ba + Cb + E)y l 
+ Aa?+2Bab+ Ci 2 +2Ba+ 2Eb + F*=0. 
Die drei ersten Konstanten bleiben demnach bei einer Ver- 
schiebung des Koordinatensystems unverändert. Welche ttegel 
läßt sich für die Bildung der drei letzten Koeffizienten aufstellen? 
(Vergl. Lösung 528.) 

534. Für das neue Achsensystem lautet die Gleichung: 

Ax 1 2 +2Bx l y 1 + Gy{ + F Y — 0, 
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A 


B 


D 


ß 


G 


E 


D 


E 


F 



535. Da in diesem Falle ' 



= Oiat, a 



e .F, =eo sein. 



\ A B \ 
\ B C \ 

piele. 1. V + ^ft +Vi % — H = - 

2. 3V + lO^ft + 7»i a + H - °' 

3. 3V - 4 *i»i + 5 yi a_ 183^- — 

\A B\ 

\B o\ 

536. Setzt man nach Heft I, Lösung 30 
x = x 1 cos a — y 1 sin a, 
y = 3^ sin u + y l cos «, 
so erhält man die Größe des Drehungswinkels a durch die Relation 

Die Gleichung der Linie nimmt die Gestalt an 

±{A + 0- V(A - C) s + iB* | V 
+ ±{.4 + C + V'(Z-C) 2 + 4JB S } ^+ E = 0. 
Die alleinstehende Konstante K erleidet hei der Drehimg keine 
Veränderung, 
Beispiele. 

1. tg2« = -2, £« = 58° 16' 57", 
4{l7— &Y&\x 1 i + ±}l7 + aV6)y 1 *= SO; 

2. tg2« = |f, /.« = 14° 26' 36", 

| {- 11 -VTÖ97) V + | {- 11 + ViÖ97 }#,*=• 60. 



537. Es ist tg« = --g 



- — ; demnach die Gleichung 



Beispiel. tg« = 3, i. « = 71° 33'54,2", 

XOVTÖy^-lS^ + 9^ + ioVTö — 0. 



Hosted by 



Google 



Die Kurven zweiten Grades. 
538. Die Kurve ist eine Ellipse, deren A 




2a = ^-> / 4034(8 + 2y5), 

2 J> = i V4034 (8 - 2 VIS) 

Die Kurve ist eine Hyperbel, deren Aehst 

2a — |V2~(3 + l / 29), 

2»&--|V2 (3-^29) 



(7) ä -f-4£ 2 . Iß C £. 



Beispiel. 2e = 

541. j> - £■ 

542. Setzt man in der Gleichung 
As*+2Ba^ + cy+ 2i?a; + 2E)/ + F=0, 
m = Ä L cosa + y, cos /3, y — a^ain« + y^sinf?, 

so ergiebt sich 

( A cos 2 a + B Bin 2 u + sin s K ) a^> + 2 (4 cos a cos (3 + B sin [« + fl 
+ sin K sin jS) a^ + (.A cos 2 13 + B sin 2 (3 + C sin 2 ß) yf 
+ 2(Dcoaa + EtAn«)x 1 + 2(Diiösß + Eainp)y l +F— 0. 

543. Wird die allgemeine Gleichung zweiten Grades durch 
oine der Konstanten z. B. durch F dividiert, so enthält sie noch fünf 
Konstante, zu deren Bestimmung fünf Stücke gegeben sein müssen. 
Sind die gegebenen Punkte (x lt ^), (x 2 , y s ), (# s , y ä ), (x v y 4 ), 
(x 6 , j/ 5 ), so erhält man nach Einsetzung derselben in die Gleichung 

zweiten Grades und nach Elimination von ■ i --! — s - i — folgende 

J 1 r J f f 

Relation als Gleichung der Linie zweiter Ordnung: 



«Sf «ifc a^ft x t9t 
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544. In diesem Falle entsprechen der Gleichung i 
Linien; die Gleichung der zweiten Geraden ist 



545. Da zwischen den drei ersten Koeffizienten die Relation 
AC ~ £ a = bestehen maß, so ist es ausreichend, wenn vier 
Punkte gegeben sind, von denen aber nur je zwei in einer geraden 
Linie liegen dürfen. 

546. Der Punkt durchläuft die Parabel 

y i = 2*. 

547. Die Linie zweiten Grades besteht aus den beiden Geraden 

y — Zx + 2 = 0, Sy — 3x + 43 = 0. 

548. Die Linie ist eine Ellipse, deren Gleichung 

2x 2 - 2a:» + f + x - 2y + 1 — 
ist. 

549. Die gesuchte Kurve ist eine Hyperbel, welche der 
Gleichung 

36«/ 2 — x 3 — Bx = 
entspricht. 

550. Zur Bestimmung der Konstanten kann man die Glei- 
chungen 

AC—B*—0, AF-D 2 =0, CF-E 2 ~0, 
16A + 8D + F*=0, $C+SE + F=0 
benutzen. Man findet als Gleichung der Parabel 

9x ä — 2±xy + 16y 2 — 72x — 96y + 144 = 0. 
Der Gleichung 

9z ä + 24a;|f + 16y B — 72a — 96p + 144 = 0, 
welche sich außerdem ergiebt, entspricht eine Doppelgerade, welche 
durch die beiden gegebenen Berührungspunkte geht. 

551. Zx 2 - Sxy + 5-|V - 48a; - Uy + 192 = 0. 

552. Die Kurve ist eine Hyperbel, welche der Gleichung 

x 3 + 16xy + 4# 8 + 16k - 32y + 64 = 
entspricht. 

553. Betrachtet man die beiden Schenkel des Winkels « als 
Koordinatenachsen und bezeichnet den Abschnitt der Strecke q vom 
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Punkte P bis mm Endpunkte in der Y- Achse mit a, den andern 
mit i, so erhält die Gleichung der Kurve die Gestalt 

«V— 2abcosa.xy + l 2 x 2 = a 2 b 2 . 

Der geometrische Ort ist eine Ellipse. Wie groß sind die Achsen 
derselben? (Vergl. Lösung 299.) 

554. Fällt der eine Endpunkt von c mit dem Koordinaten- 
anfangspunkte, c selbst mit dem positiven Teile der X-Achse zu- 
sammen und sind f und g die Abschnitte der Seite c, so ist die 
Gleichung des Ortes 

i <t-frf-i{*-to - m^'-cx) - {(s-o'-c'y. 

Die Spitze beschreibt eine Hyperbel. Wie groß sind die Achsen 
derselben? 

555. Der geometrische Ort ist eine Hyperbel, welche der 



V - 2Myx - 2y t y + M Vl x - 
entspricht. 

556. Der Punkt P befindet sieh auf der Ellipse 

Sik 2 - 1 2xy + y*— 2fc a = 0. 
Unter welchem Winkel ist die Hauptachse gegen die X-Achse ge- 
neigt? Wie groß sind beide Achsen? 

557. Man erhält 

M 2 x % - %Myx - M 2 y 2 - d 2 (1 -f M 3 ) = 0, 
JK*** — 2JKyas — M a y i +&(1 + ^ 2 ) = 0, 

Der geometrische Ort ist jedenfalls eine Hyperbel. Bestimme die 

Richtung der Hauptachse. 

558. Kxy - y 2 + g a Vi + M ä - 0. 

Der geometrische Ort ist eine Hyperbel, deren Lage sieh leicht 
bestimmen läßt. 

559. Die Grundlinie c möge mit dem positiven Teile der 
X-Achse, der eine Endpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkte 
zusammenfallen. Liegt der Scheitel des kleineren Winkels im 
Koordinatenanfangspunkte, und ist die Tangente der konstanten 
Winkeldifferenz k, so ergiebt sich 
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kx* + 2#£ — hy* — hex — cy = 0; 
liegt dagegen der Scheitel des größeren Winkels im Koordinaten- 
anfangspunkte, bo ist die gesuchte Gleichung 

kx 2 — 2yx — hy* — hex + cy — 0. 
Der geometrische Ort der Spitze ist in jedem der beiden Fälle 
eine Hyperbel. 

560. Man erhalt 

x 2 — ixy cot A -\- (4 cot 2 j4 -f 1) # 3 — f « 8 > 
d.h. der Schwerpunkt bewegt sich auf einer Ellipse, deren Mittel- 
punkt im Koordinatenanfangspunkte liegt, und deren Achsen den 
Winkel A und dessen Nebenwinket halbieren. Dreht man das 
Koordinatensystem um den Winkel —■> so ergiebt sich 

9*9^, 9 , ? <&• » ä 
ST tg 2 r- IT COt" — = 

K 2 2 9 

Wie groß ist das Rechteck aus den Achsen dieser Ellipse? 

561. Die Gleichung des Ortes ist 

(2 s sin 8 — + y sin J9J = y (8B sin s — — yj-, 

d. h. die Kurve ist eine Ellipse, welche im Nullpunkte von der 
X-Achse berührt wird, und die V-Achse in der Entfernung 

SB .sin J 

2 vom Koordinatenanfangspunkte schneidet. Die Koor- 

T+lÄn?B 

dinaten des Mittelpunktes sind: 

^=-23 ein£, Jd-iBmY 

Einfacher gestaltet sich das Resultat, wenn B— 90 u gesetzt wird; 

x 1 + 2xy -f 2y % — iBy -= 0. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes sind dann: 

iBt 27?, &— + 2JB, 

daher die Mittelpunktsgleichung 

a; 2 + 2xy + 2y 2 — 4B 2 = 0; 

die beiden Achsen der Ellipse sind: 

' 3^2 - 4 ' 3V2 — 2 
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562. Es ergiebt sich 

f sin Ä - 4 y ( x + 2 b sin 2 -- j sin* + 4 1? ein ^ sin 4 --- = 0, 

Der fünfte merkwürdige Punkt bewegt sieh auf einer Hyperbel, 

deren Mittelpunkt (— 26 sin 3 — i Oj ist. 

Durch Verschiebung und Drehung des Koordinatensystems er- 
hält man 



(cos 2 ö + sin 29 . tg^)</* (sin 20. tg ^ 



563. Der Höhenpunkt beschreibt eine Hyperbel, deren Glei- 
chung 

x 2 + Mxy — ex + ny m 

ist. Dreht man die gegebene Gerade um den Punkt (0, «), bis 
sie der X-Achse parallel läuft, so geht die vorstehende Gleichung 
über in 

x 2 — cx + ny = 0, 

d. h. der HShenpunkt beschreibt eine Parabel. 

564. Die Endpunkte der Ordinaten liegen auf einer Ellipse; 
die Gleichung derselben ist 

x 3 + Znxy -f y 2 (l + n 2 ) — r 2 . 
Der Neigungswinkel a der Hauptachse der Ellipse zur X-Achse 
ist bestimmt durch die Relation 

2 

tg 2 „---. 

565. Die Gleichuug des geometrischen Ortes ist die Resul- 
tante der Gleichungen 

t g >„ + ^, g „ + <^> = o, 

a'ij artj 



Hosted by 



Google 



7Ü 



Die Kurven zweiten Grades. 



«V + b*e - a*iM ~ &*tt - °- 
Wie groß sind die Achsen dieser Ellipse? 

566. Der Punkt P beschreibt eine Ellipse, deren Gleichung 

«* + *£+»*— r« = 
ist. Größe und Lage der Achsen sind zu bestimmen. 

567. Man erhält die Gleichung des geometrischen Ortes 

V% (y - Vi) - ä) + I «s - iO + fc* K* - "O = °- 
Beispiel. 5z* + 8a;y + y s - 30x — 15y +50-0. 
Die Kurve ist eine Ellipse, Bestimme Lage and Größe der Achsen, 

568. Der geometrische Ort des Punktes P entspricht der 
Gleichung 

— Viy t (- e a + a ) x ~ **ä(« — a Tt)y + « a, «»iS'i — o. 

(s. Fig. 3.) 

Beispiel. 10k 2 — 11*0 + 8 1/ 2 — 80# + 18 J + 150 = 0. 

Richtung und Größe 
F ' B ' 3 ' der Hauptachse dieser 

Ellipse lassen sich leicht 
finden. 

569. Der Punkt P 
beschreibt eine Hyper- 
bel, deren Gleichung 
18z 2 - <ä&xy- 41/ 

+ 288x + 753y 
_ 1890 = 
ist. 

570. Bezeichnet man 
die Abscisse des Punk- 
tes L mit OB, so ist 

b:y = a + OR:a + x, y.OF ' — x — a:a, OF:b = OB - a:a. 
demnach , , ,__ > a 

Durch Elimination von OR erhält man 

b s a?— 2abxy — aV+ 2a?by — a 2 k a = 0. 
Der Punkt J? beschreibt demnach eine Hyperbel, 
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571. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

(a a - ir 2 ) y»- 2oVy - Ir^x 2 + r»(4H + a ä ) - 0. 
Welche Kurve entspricht dieser Gleichung 

1. für a > 2r, 2. flir a «= 2r, 3. für a < 2r? 

572. Die Schnittpunkte sind getrennt und reell, sie fallen 
zusammen, sind imaginär, wenn 

(Bn + Df + EM (EM - 2Bn) + 2DM(E + Cn) 

- An (Cn + 2 JE) - F (A + 2BM + Cilf ä ) ^ 

ist. Jede Kurve zweiten Grades gehört der zweiten Ordnung 
an, da sie von einer Geraden in zwei Punkten geschnitten wird. 

573. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind: 

= -5±) / 37 _ - 4 :p V37 

K ä " 6 ' V i 3 

574. Die Schnittpunkte sind imaginär und besitzen die Koor- 
dinaten 

- 9±<Vil9 = - 32 =p 2iVii$ 

"l"" 25 ' y £~ 25 

575. Die Gleichung ist 

Dieselbe ist vom zweiten Grade und gehört demnach einer Linie 
zweiter Ordnung an. Es läßt sich leicht zeigen, daß diese Kurve 
durch die betreffenden Schnittpunkte geht. 

576. Die gesuchte Gleichung ist 



- + xy(—+— + lc)+y — x 



} + ftzy — 



x (Pi+ft ) _ (g i±gj) , 

ftft ' " \Pi% ' i> s si ' y ' wh ftA ?i? a 

[ die Kurve eine Parabel sein, so ist 



Pi'h Pili Vftftfcft 
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577. 23x s + 38«)/ + 44i/ a — 62a: — 164,»/ = 0. 
Der Kegelschnitt ist eine Ellipse. 

578. Es ist h = — ■§, demnach die gesuchte Gleichung 
2s a — 33a:»/ — 14/4- 20x + 44*/ — 24 — 0; 

der Kegelschnitt ist eine Hyperbel. 

579. Zur Bestimmung von h erhält man die Rchition 

IM 2 - 6fc (3 -f- 2Ä) — 0. 

Pur £ = ergieht sich das erste Geradenpaar, für fc = 4-|- die 

Ellipse 

24s a + 2Sxy + 39«/ a - 12x - 81j/ + 54 = 0. 

580. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel, welche der Gleichung 
74«*+ 3403J/ + 3742/ 2 - 375*- 825*/ + 450 = 

entspricht. 

581. Betrachtet man die beiden Sekanten als Koordinaten- 
achsen, so hat die Gleichung der Kurve stets die Form 

Ass' + 2Bxy + Cy i + 2Dx + 2Ey + F = 0; 
domnach sind die gesuchten Eeettecke 

«i-sj — -j> 9i-9»—q> 

also x x . % 2 : y 1 . y% — C : A 

Bei der angedeuteten Verschiebung bleiben die Konstanten A 
und C unverändert, also behält auch das Verhältnis denselben Wert. 

582. Läuft die X-Achse der Achse der Parabel parallel, so 
ist die Gleichung derselben 

2Bxy + Cy 2 + 2Dx + 2Ey + F= 0, 
also ist 

F F 

Xl ~ 21)' Vl ' Vi ö ! 
demnach 

«pfc-ft— - C-.2D. 
Welche Folgerung läßt sich daraus ziehen? 

583. Die gesuchte Gleichung ist 

(CF- J3 2 ) w 2 4-2 {DE- BF)uv + (AF-B i )v 2 
4- 2 (BE — CD) m + 2 (BD - AE) v + AO - B 2 = 0. 

584. Zur Aufstellung der Bedingungen benatzt man folgende 
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An die Ellipse lassen sich von jedem Punkte der unendlich 
fernen Geraden zwei reelle Tangenten ziehen. An eine Hyperbel 
lassen sich nur von den Punkten der unendlich fernen Geraden, 
welche außerhalb der Kurve liegen, zwei reelle Tangenten legen. 
An die Parabel endlich läßt sich von jedem Punkte der un- 
endlich fernen Geraden nur eine einzige ins Endliehe gelangende 
reelle Tangente legen, da die unendlich ferne Gerade selbst eine 
Tangente der Kurve ist. 

Es sei u — Jtv = die Gleichung eines unendlich fernen 
Punktes. Durch Elimination von u aus dieser und der gegebenen 
Gleichung erhalt man 
_-(D 1 k + E l )± VjD^Ä^FjW^llS^ -D^k + E^-C^ 
A 1 k 2 +2B 1 k + C 1 
Die Diskriminante der Form unter der Quadratwurzel ist 
Ä 1 B 1 D t 
F l B x Cj_ E s . 
D 1 E 1 F 1 
Bezeichnet man demnach die Determinante mit A, so er- 
giebt sich: 

Der gegebenen Gleichung entspricht 

1. eine Ellipse, wenn F 1 J>0 ist, 

2. eine Parabel, wenn F x — 0, ^^0, 

3. eine Hyperbel, wenn F r A < ist. 

|4 BA 1^ *■ ^| 

585. . <0, \B l QEi—O. 

' Bl ° l ' \D, E l F x \ 

„ \A,B,\ \Ä, B, I \A.D.\ 

586. ' l -0, — 0, * ' =0. 
j -B, Ci | | D, E x | I D x F 1 1 

587. Der Gleichung entsprechen die beiden Punkte 

3« + 2» + 1 = 0, 7w + v + 1 = 0. 

588. Der Punkt 5« + 3w + 1 — 0. 

589. Die Enveloppe ist eine Parabel, welche der Gleichung 

10w* + 30«? + 20ü 2 - 3» + 9w -= 
entspricht. 
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590. Man erhält 

4w s +140w« + 600o a + 11« + 130u + 5 = 0. 
Die Enveloppe ist demnach eine Ellipse. 

Wie gestaltet sich das Resultat, wenn P innerhalb des stumpfen 
Winkels liegt, der von den beiden Geraden gebildet wird? 

591. Die Gleichung der Enveloppe ist 

Öu 2 - 8uv + öV + w = 0; 
die Tangenten des Kreisbüschels werden also von einer Parabel 
eingehüllt. 

592. Es ergiebt sich als Gleichung der Einhüllenden 

rV+(r*- **)«*— 1 — 0, 
d. h. die Lote werden für k > r von einer Hyperbel, £ür k<r 
von einer Ellipse eingehüllt. Dagegen bilden dieselben für 1c = r 
zwei Büschel, deren Mittelpunkte (r, 0) und (— r, 0) sind, 

593. Die Polaren des Punktes P werden von einer Parabel 
eingehüllt, deren Gleichung 

e*uv — 2/,w -f x t v ■- 

594. Die Enveloppe der Tangenten ist eine Parabel, welche 
d.r Gleichung 2 „„ + ä „> + „ _ „ _ 

entspricht. 

595. Die Gleichungen der gesuchten Geraden sind: 



- B + VB*- AC — b -Vb 2 —ac 

,_. __ ,, y= «. 

596. Durch Vergleichung der Lösungen 526 und 595 fin- 
det man: 

Die Ellipse hat zwei imaginäre unendlich ferne Punkte, 
die Parabel hat einen einzigen reellen unendlich fernen Punkt, 
die Hyperbel endlich besitzt zwei reelle unendlich ferne Punkte 

597. Bezeichnen wir die Koordinaten eines Teilungsp unkte s 
mit», ,, »i.t 

Durch Einsetzung dieser Werte in die Gleichung des Kegelschnittes 
erhält man ^-S^+^-O, 
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U lt = (Ax, + B Vl + D)x 2 + (Bx t -f C Vl + E) y s -|- Da, + J5p, + *", 
U„ = Ax i > + 2JS« ä «/ ä + Cy a »+ 21>z 2 -r- 2JE& + F 
ist. Entwickelt man ans dieser Gleichung die beiden Wurzeln 
Je, und ifcg und setzt diese Wette in die obigen Gleichungen ein, 
so erhält man die Koordinaten der Punkte, in denen die Gerade 
P 1 P 2 von dem Kegelschnitte geschnitten wird. 

598. Auflösung I. Verlegt man in der vorhergehenden Lösung 
die beiden Punkte P 1 und P 2 auf den Kegelschnitt selbst, und 
zwar so, daß beide unendlich nahe aneinander liegen, so wird 
U n <= und D" M — 0. Es muß demnach auch U 12 = werden, 
d. h. jeder Punkt, dessen Koordinaten der Gleichung U n = ge- 
nügen, muß auf der Tangente am Punkte {x^) des Kegel sc Lnittes 
liegen. Die Gleichung der Taugente ist sonach 

(Am, + B Sl + D) x + {Bx l ±Cy 1 + E)p + Sx l + E$ ± +F=Q. 
Auflösung II. Sind (# n y x ) und (x 2 , y 2 ) zwei Punkte des 
Kegelschnittes, so ist die Richtungskonstante ihrer Verbindungslinie 
_ A(x 1 + £ä ) + B( Vl + &)_+ 2Z> 
B(x t + x,) + C( yi + t, 2 ) + 2E' 
Läßt man die beiden Punkte unendlich nahe aneinander rücken, 
so daß die Sehne in die Tangente übergeht, so erhält man als 
Gleichung derselben 

AXi + Bfo + D. . 

die sich leicht in die vorhergefundenc Form überfahren läßt. 
Beispiel. 3# + #- 3 = 0. 

599. Man nimmt auf dem Kegelschnitte die Punkte A, B, 
C, D an und zieht die Verbindungslinien zwischen je zwei auf- 
einander folgenden. Verlängert mau nun AB und DP bis zum 
Schnitt in L, PA und CD bis zum Schnitt in M, endlich BC 
bis zum Schnitt mit LM in N, so ist JV ein zweiter Punkt der 
Taugente, also P£T die gesuchte Tangente. (Siehe Lehrsatz des 
Pascal ) 

600. Die in Aufgabe und Lösung 597 betrachtete Sekante 
des Kegelschnittes ist eine Tangente der Kurve, wenn die beiden 
Wurzeln der Gleichung 
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u n &- 


- 2 Ol; 


,*+ u, 


1- 







gleich sind, d. 


h. wenn 


&*- 


u l2 *= 









ist. Genügen 


also die Koordinaten eines 


beliebigen Punktes dieser 


Gleichung, wenn sie an Stelle 


von x ai 


y-z 


eilige M-k(. 


werden, so 


liegt derselbe 


auf einer von dem Punkte P 


Ol . yj an 


den Kegel - 


schnitt gelegte 


m Tangente. 


Das 


System 


der Tangente: 


n, die sich 



von (a-j,#i) an den Kegelschnitt legen lassen, entspricht also der 
Gleichung: 
(Ax i +2Bxg+Cy i +2Dx+2Ey+F)(Ax l s +2 Bx^^+Cy^+2 Dx 1 +2Ey l +F) 
-\(Ax s + By, + D) x + (Bx i + Cy 1 + E)y + Dx 1 + Ey 1 + F) i =' 
Mau erhält demnach zwei Tangenten, welche entweder reell oder 
imaginär sein können. Die Kegelschnitte gehören der zweiten 
Klasse an. 

601. Die beiden Tangenten sind imaginär und entsprechen 
den Gleichungen 

ix + (3 - 2 i "|/ 3 ) y = 0, ix + (3 + 2iV&) y = 0. 

602. 36 ff - (79 + 3 1/14Ö7) x - 76 - 0, 
38#-(79 - 3 1/14Ö7) # — 76 =0. 

2 y~Fj 

603. »Ä9' = F(J + C0 _ (I)1+ES) » 

li £ £| 
A= \ B E\ 
\ D E F \ 
ist. 

604. Zur Bestimmung der Konstanten des Kegelschnittes er- 
hält man folgende Gleichungen: 

+ 2 £, ffj (J?i? - CD) + 2 /, t M l (ET) - BF) - . 
L t i (CF-E*)+M a s (AF-D s )+N t s (AC~B^)+2M a N a (BD-AE) 

+ 2L t N a (BF - CD) + 2L t M a (ED - BF) = 0, 
L t *(OF-X*)+M a , (Al'-l)*)+ir t t (A.C-B')+9M,2r t (BD-AE) 

+ 2L S N S (BE- CD) -f 2X 8 2lf a (ED- £ F) ~ 0, 
7, 4 8 (C-F-^ 3 ) + 3f i ä ( J 4J'-J) B ) + ff4 ä (AC-J5 a ).+ 23r 4 ff 4 (£jJ-Ai!;) 

+ 27, + A T 4 (72 J3- C7>) + 2X 4 Jf 4 (ED - BF) — 0, 
V(CF K t )+M t *(AF-D r )+XT l t (AO-B*j+lM , t ir t (BJ)-AX) 

+ 2L r ,N ü (BE - CD) + 2i, B Jlf & (ED - BF) = 0. 
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Entwickelt man aus diesen die Verbältnisse der Determinanten 
I A B I I A D I 

B Ö ' \J> F\ 



I u. s. f., so kann man mit Hilfe derselben leicht 



Ax + (BT V* 1 -AC)p + D±- 



F F 

605. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel, welche der Gleichung 
169 #*+ 112x1/ + V- 156 a- + 24»/ + 36 = 

entspricht. 

606. Die Asymptoten entsprechen der Gleichung 
, AJ3-BD _ n 
' VB* - AC 

Man ersieht sofort, daß die Asymptoten der Hyperbel reell, die 
der Ellipse imaginär sind, daß endlich die der Parabel in der 
Unendlichkeit liegen, 

Beispiele. 1. ix + (l + V?>)y + 3 ± -^= = 0, 
V 5 

2. 3x - (2 ± iYll) y-15±^ = 0. 

607. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind: 

-B 



Der Schnittpunkt fällt also mit dem Mittelpunkte des Kegel- 
schnittes zusammen. (Vevgl. Lösung 530.) 

608. Man erhält 

2}/B 2 -AC 

Beispiel. tg<p = 2; L tp — 63° 26' 5,8". 

609. Bezeichnet man die Koordinaten des Mittelpunktes mit 
x„, w ft , so erhält man: 



V-9t> = 



-_A + C + VÜ "g) a "+ *-»* 



(. -*»). 



Die Halbierungslinien sind reell, auch wenn die Asymptoten imagi- 
när sind, und fallen mit den Achsen s 
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Beispiel. Der Kegelschnitt ist eine Ellipse; die Gleichungen 
der reellen Halbierungslinien sind; 

jZ-ir + 1^0, 3ä/ + 3o- + 5 = 0. 
610. Die Gleichung der Polare ist 
(Ax t + By l + D)z + (Bx 1 + Cy 1 +E)y + Dar, + Ey, + F = 0, 
Läßt man den Pol mit dem Koonlininoiani^ngspunktc zusammen- 
fallen, so nimmt dieselbe die Gestalt an: 

Bx + Ey -f F = 0. 
Sekt man für x t und y l die in Lösung 530 entwickelten Mittel- 
pnnktskoordinaten ein, so erhält man 
Const =■ 0, 
d. h. die Polare fällt mit der unendlich fernen Geraden zusammen. 
Beispiel. 38« - 37?/ - 22 = 0. 
011. Die Koordinaten des Poles sind: 

, I A B B I 
Vl = --\ L M K l 






1 L 


M N | 


^^u 


C E \, 


J 1 B 


E F \ 


\ A B B \ 




\ B C E \ 


ist. 


III 





\ B E 



Beispiel. x t — — i, y ± — — t. 

612. Da in diesem Falle A = ist, so folgt, daß der 
Mittel] unkt in unendlicher Ferne liegt. 

613. Führt man Linienkoordinaten ein, so ergiebt sich: 
\ L M N \ \ A B D \ \ A B D \ 

\ B C E \u+\ L M N\v + \ B C E \ — 0. 
\ B E F \ \ B E F\ \ L M N \ 

Die Polaren gehen also alle dureh den Po! der Geraden 
Lx + My + W — 0. (Vergl. Lösung 611.) 

614. Aus der vorigen Lösung schließt man, daß die Pole 
der Strahlen auf der Polare des Mittelpunktes des Büschels 
liegen. 

615. Nach Lösung 597 ist das Verhältnis der Abschnitte, 
in welche die Strecke PQ durch den Kegelschnitt geteilt wird, 
bestimmt durch die Gleichung 
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Soll die Teilung cino harmonische sein, so muß y = — 1 sein. 

Dies ist aber nur der Fall, wenn 

U li =(Ax l + By i +B)x i +(Bx 1 +Cy 1 + E)y< i +Dx 1 +Ey i + B=-<d 

ist. Bezeichnet man die Koordinaten des Punktes Q mit x, y, 

so ist die Gleichung des geometrischen Ortes 

(Ax^ By 1 +D)x + (Bx t + Cy, + E)y + D«, + Ey t + F = 0. 

Der geometrische Ort des Punktes Q ist also die Polare des 

Punktes P bezüglich des Kegelschnittes. Welcher Satz ergiebt 

sich daraus? 

616. Sind 

% + Jta^ y t +*ff , . , n 

die Gleichungen der vier harmonischen Punkte auf der Geraden g, 
so sind die der zugehörigen Polaren: 
(Ax 1 + By 1 + n)x + (Bx 1 + Cy 1 + E)y + Bx 1 + E3/ 1 + F=0, 
(Ax 3 + By s + D)x + (Bx s +Cy a + E)y + Bx 1 + Ey a + F=0, 

(A.z 1 + Bg 1 + I>)x + (Bx 1 + Ct{ 1 + E)y + Dx l + Ey 1 + F 
-~lc[(Aa: a +By a +D)x+(Bx a + Cy t + E)y+D% a +F,y a +F}=0, 

(Ax 1 + By 1 + B-)x + (Bz x + Cy 1 + E)y + Dx 1 + Ey 1 + F 
+ k{{Ax t +By i +B)x + (Bx a +Cy a + E)s+Bx a +Ey 9 +F\ = 0. 
Der Wert des Doppelverhältnisses ist gleich — 1 , das Büschel 
also ein harmonisches. 

617. Man zieht von dem Punkte P zwei Sekanten Sj und 
8$ in den Kegelschnitt. E möge von S 1 in A und B, von S s in 
Ü und B geschnitten werden. Verbindet man diese Schnitt] tunkte, 
so daß sich AB und BC m B, ferner AC und BD in S schneiden, 
und zieht endlich die Gerade BS, so ist diese die gesuchte Polare. 
(VergL Losung 615, und Heft I Aufgabe und Lösung 298.) 

618. Man bestimmt nach der vorigen Lösung zu zwei !>e 
liebigen Punkten 1. und M der Geraden g die Polaren p t und 2> 2 
bezüglich des Kegelschnittes, dann wird der Schnittpunkt P der 
beiden Geraden j)j und p ü der gesuchte Pol sein. 
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619. Nach Lösung 617 konstruiert man zunächst die Polare 
p des Punktes P bezüglich des Kegelschnittes K. Sind F und II 
die Schnittpunkte des Kegelschnittes und der Polare, so sind PF 
und PH die gesuchten Tangenten. Welche Falle sind hier zu 
unterscheiden ? 

620. Man verlängert die Verbindungslinie je zweier Punkte 
bis zum Schnitt mit der Tangente nnd bestimmt den diesem 
Schnittpunkte zugeordneten harmonischen Punkt, dann läßt sich 
die Konstruktion mit Hilfe der vorhergehenden Lösungen leicht 
zu Ende fahren. 

621. Es existiert ein System von Kegelschnitten, welche der 
Anforderung genügen. Die Gleichung dieses Systems ist 

622. 121^ + 1254a^ + 3249^ — 12822a - 5274# 

- 30663 = 0. 

623. Es ist k — 6 , demnach die gesuchte Gleichung 

Sx 2 +<)xy + tf- %%+ 13y = 0. 
Der Kegelschnitt ist eine Ellipse. 

624. Da k in diesem Falle gleich — ^m ist, so ergiebt sich 
2025a 2 + 2020#«/ — 3996# a + 9900«+ 7960# + 12100 = 0. 

Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel. 

625. Sind 7^ = 0, i a =0 die Gleichungen der Tangenten, 
J, 3 =0 die der Polare, so entspricht der Kegelschnitt der Glei- 
chung £jZ 2 +fci 3 2 =0. Mit Hilfe dieser Relation findet man 
leicht 

<*, . <L 2 : <V = - k f /,/ + M*) ■. yiJ~+M~ 2 . VL 2 *+M S \ 
Das Verhältnis ist ein konstantes. 

626. Ist die von dem Koordina ton anfangsp unkte nach dem 
unendlich fernen Punkte P gerichtete Gerade gegen die X-Achse 
unter dem Winkel cp geneigt, so ist die Gleichung der Polare 
x(A coa q> + B sin tp) -\- y (B cos q> + C Bmq>) -\- D cos <p + Esiritp = 0. 
Jede Sehne des Kegelschnittes, deren Bichtungskonstante tg <p ist, 
wird durch die Polare Sialbiert. (Vergl. Lösung 615.) 

627. Die Gleichung des Durchmessers läßt sich auch in 
die Form 
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cos p (Ax + By + V) + sin <p (Bx + Cy + i') - 
bringen. Die Durchmesser gehen demnach alle durch den Schnitt- 
punkt der beiden Geraden 

Ax + By + D = 0, Bx + Cty + E = 0, 
d. h. durch den .Mittelpunkt des Kegelschnittes. (Vergl. Lfisung 530.) 

628. (B + CM) (y - p ) + (A + BM) (x - x ) - 0. 

629. Mit Hilfe der Lösung 606 findet man leicht, daß in 
jeder Asymptote zwei konjugierte, Ii.irehmesBcr zusammenfallen. 

630. y-y - -^ ' ^ ' (* -a ). 

{Vergl. Lösung 609.) 

631. Die beiden Kofjcl.-i.'iinit.tu schneiden sich in vier funkten; 
dieselben sind entweder alle reell, oder alle imaginär, oder zwei 
derselben sind reell, die andern beiden imaginär. Alle Kegel- 
schnitte, welche durch die Schnittpunkte hindurchgehen, entsprechen 
der Gleichung U l + kU 2 = 0, in der 7c ein variabler Parameter 
ist. Diese Kurven bilden ein Kegelschnittblischel, sie können auch 
dann noch reell sein, wenn die Schnittpunkte der Fundainental- 
kurven imaginär sind. 

632. Zur Bestimmung des Parameters 7c dient die Gleichung 

(Aj+kAz) (C, + fcCj) - (B t + ££,)* = 0. 

Die Wurzeln derselben sind reell, gleich, ima.ginär, je nachdem 

IIA, All* \A, A.\ \B, 5 S K 
{ I } — i ■ ^0 

1 1 C, Ca | f I -Ö, 3 t \ \G l Cj < 

Beispiel. 

(l 1 ± 3 ]/l3) £ + (10 ± 2 y"l3) gy + (7 T 1/13) »" 
+ (24 ± 8l/l3) c + (34 ± 10 yih)y - 10 ± uyTs = 0. 

633. Soll der Gleichung IT, + h *7 S — ein Geradeupaar ent- 
sprechen, so müssen die Konstanten derselben der Relation 

A, 4- 7cJ s B, -f kB 2 7>j + ibDg 

B 1 + IB 2 C Y + ftC, ^,+ ft^ä 

D, + 7c ö a E; + 7c E 2 F 1 + 7c F 2 
genügen. Da diese Gleichung in Bezug auf 7c vom dritten Grade 
ist, so werden also im allgemeinen drei, mindestens aber ein reelles 
Geradenpaar zu dem Kegelschnittbüschel gehören. Bezeichnen wir 
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I At+kA., B, + kB^ j 

| B^hB, C l + kC 2 j 
mit A, bo folgt: 

Iet für eine Wurzel k der kubischen Gleichung d größer 
als Null, so ist das Geradenpaar imaginär, der Schnittpunkt des- 
selben (Chordalpunkt) aber reell. Für /$ = sind die beiden 
Geraden parallel, liegen getrennt oder fallen zusammen, können 
reell oder imaginär sein, Ist endlich d < 0, so sind die beiden 
Geraden reell und schneiden sich. Die Geradenpaare sind ent- 
weder reelle oder ideelle gemeinsame Sehnen der Kegelschnitte 
des Büschels. 

634. Zu dem Büschel gehören drei reelle Geradenpaare, welche 
den Gleichungen 

Uy+% — 5=0, | y — 2x + 5 = 0, 

\$y~cc~ 9 = 0, \%lf + 3z- 4 -0, 

(30#- 25%- 24 = 0, 

{47«/+ 32a: — llö = 

entsprechen. 

\A.-Q A a - C 2 \ 

635 - i * b % r°- 

636. Der Parameter eines Kegelschnitts, welcher von der 
X-Achse berührt wird, muß der Relation 

(A 1 + kA 2 ) (F, + hF s ) - (D x + kj) a y = 0, 
dagegen der eines Kegelschnitts, welcher von der F-Achse berührt 
wird, der Gleichung 

(Cj + kC 2 ) (i\ + kF 2 ) - fä + k E 2 ) 2 - 
genügen. In einem Kegelschnittbiwchel werden demnach im all- 
gemeinen zwei Kurven von der X-Achse und zwei von der Y-Achse 
berührt. 

637. Die in Lösung 528 entwickelten Gleichungen der Örter 
nehmen in diesem Falle die Gestalt an 

(A, + kA 2 ) x + (B, + kB 2 ) y + T), + h J) 2 = 0, 
(#, + kBg) x + (C s + kC 2 ) y + B l + kE 2 = 0; 

daraus ergiebt sich durch Elimination des variabeln Parameters k 

die Gleichung des Ortes 
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(-V + B,y + D.) {B 2 x + C 2 y + IQ 
- {A,x + B 2 y + B s ) (B,x + C lV + E t ) - 0. 
Die Mittelpunkte aller Kurven des Büschels liegen demnach auf 
einem Kegelschnitte. 

Beispiel. IIa; 2 - 23xy~Zy ; > + 26z + 6y + 9 = 0. 
Der geometrische Ort ist eine Hyperbel. 

638. Das System der Polaren entspricht der Glnic-lum«- 

{ (ä, + hA s ) x, + (b, + kB s ) Vl + CA + * A) 1^ 
+ (A + »A) ^ + (^i + S- 2 ») »i + F i + fc ^j = o 

+ B 1 x l + E x y 1 + F x + k { (4 «! + P 3 », -f D,) c 
+ (A«i+ ^9i+ ^)» + A«i+ ^s»i+ *U= 0- 
Die Polaren des Punktes P bezüglich der Kegelschnitte des Büschels 
gehen also alle durch einen Punkt Q, d. h. sie bilden selbst ein 
Büschel. Das Puiiktepaar P, Q wird ein Polenpaar genannt. 

639. Bestimmt man die beiden Punkte, welche die Sehnen 
der Pundamentaikurven U x ^ 0, U 2 — harmonisch teilen, so 
bilden dieselben bezüglich der Kegelschnitte des Büschels ein Polen- 
paar und sind demnach die Doppelpunkte der Involution. 

640. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist 

Ä t x + B t y + B 1 B t X + C,» + Ej A a + %iV + *\ I 
A i x + B 3 y + B 2 B 2 x + C 2 y + E, D 3 x + E a y + F 2 \ — 0, 
L M N 

d. h. die Pole der gegebenen Geraden liegen auf einem Kegel- 
schnitte. Wie läßt sich nachweisen, duß dieser Kegelschnitt durch 
den Schnittpunkt jedes Geradenpaares geht, welches zu dem Büschel 
gehört? 

Beispiel. 5x* ■]- 19xy — lly* — 6&x + 3Sy — 71 = 0. 
Der geometrische Ort ist eine Hyperbel. 

641. Ist die r-Achse eine gemeinsame Sehne des Büschels, 
so entspricht das letztere der Gleichung 

(A, + 1;,A 2 ) x* + 2 (A + iE,) xy + C, (1 + k) f 
+ 2 (^ + ÄD a ) s + I-; (1 + 7;) - 0. 
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Die Gleichung des geometrischen Ortes nimmt in diesem Falle die 
Gestalt 

«{(B^-J^D,) x + O x (I> t - D x ) y + ^(B,- fy)} = 

Die Pole liegen also auf einem Geradenpaare, and zwar ist 
eine dieser Geraden die gemeinschaftliche Sehne der Kegelschnitte 
des Büschels. 

642. Die Gleichung des Büschels ist 

643. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel und entspricht der 
Gleichung 

78«* - bxy — lit/ 3 - lila; — 2# = 0. 

644. Die Gleichung des Kegelschnittbüschels ist 

zr,+ fti^—o. 

Ist statt der beiden Tangenten die Berührungssehne i 3 = ge- 
geben, so erhält man als Gleichung des Büschels 
ET, + fc£ g a - 0. 

645. Zur Bestimmung des Parameters ' k ergiebt sieb die 
Relation 

ll — 5fc &— 1 I 

woraus folgt: k = — -J • Die Gleichung der Parabel ist sonuch 
8aj 3 — 8»j/+ 2i/ ä — 22a; — 13# -19 = 0. 

646. Determination. Liegt der Schnittpunkt von ( und J*', l'\ 
zwischen den Brennpunkten, so ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, 
liegt er dagegen auf der Verlängerung der Verbindungslinie, so 
ist die Kurve eine Ellipse. Läßt man den einen Brennpunkt in 
die Unendlichkeit rücken, so erhält man eine Parabel. 

647. Determination. Man findet eiue Ellipse und eine Hyperbel, 
welche sieh rechtwinklig durchschneiden. Jede dieser beiden Kurven 
geht in eine Parabel über, wenn man einen der Brennpunkte in 
unendliche Peine verlegt. 

648. Determination. Der Kegelschnitt ist eine Ellipse, wenn 
der Punkt F 1 innerhalb des leicht zu konstruierenden Hauptkreises, 
eine Hyperbel, wenn er außerhalb desselben liegt. Dagegen ist 
er eine Parabel, wenn die Fußpunkte der von I\ auf (,, t%, t s ge- 
fällten Lote auf einer Geraden liege». 
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649. Man fällt von F ± Lote auf t x und ^, beschreibt über 
F t P als Durchmesser einen Kreis und konstruiert sodann einen 
zweiten Kreis, welcher durch die Fußpunkte der Lote geht und 
den ersten Kreis berührt. Der zweite Kreis ist der Hauptkreis 
des gesuchten Kegelschnittes. Es ergeben sich zwei Lösungen. 

650. Der Hauptk^eis des gesuchten Kegelschnittes geht durch 
den Fußpunkt des von F L auf (, gefällten Lotes und berührt die 
beiden über F 1 P i und F 1 P i als Durchmesser heschriebeneu Kreise. 
Da sich die beiden Hilfskreise durchschneiden, so erhält man nur 
zwei Lösungen. 

651. Die über F t P lt F^, F t P s als Durchmesser beschrie- 
benen Kreise werden von dem Hauptkreise des gesuchten Kegel- 
schnittes berührt. Im allgemeinen erhält man vier Lösungen. 

652. Man findet leicht zwei geometrische Örter für den Mittel- 
punkt des Hauptkreises des Kegelschnittes. Es ergieht sich nur 
eine Lösung. Von der Lage des Mittelpunktes hängt es ab, ob 
der an konstruierende Kegelschnitt eine Parabel, Ellipse oder 
Hyperbel ist. 

653. Determination. Es ergiebt sich nur eine Lösung. 

654. Determination. Man erhält zwei Ellipsen und zwei 
Hyperbeln, welche den gestellten Anforderungen genügen, 

655. Als geometrische Örter des zweiten Brennpunktes F 2 
lassen sich zwei gerade Linien ziehen. Es läßt sieb also nur ein 
Kegelschnitt konstruieren. Ob dieser Kegelschnitt eino Parabel, 
Ellipse oder Hyperbel ist, hängt von der Lage des Punktes F s 
zu den gegebenen Stücken ab. 

656. Der Abschnitt der Tangente zwischen dem Berührungs- 
punkte und dem Schnittpunkte mit der Direktrix erscheint von 
dem gesuchten Brennpunkte aus gesehen unter rechtem Winkel. 
Da sich außerdem die Abstände der Punkte P und P t von dj 
wie die Entfernungen dieser Punkte von dem Brennpunkte ver- 
halten, so ergeben sich zwei Kreise als geometrische Örter des 
Brennpunktes. Im allgemeinen sind demnach zwei Lösungen 
möglich. 

657. Geometrische Örter des der Direktrix tlj zugehörigen 
Brennpunktes lassen sich nach der vorhergehenden Lösung leicht 
finden. 
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658. Ist S der Schnittpunkt der beiden Geraden p und d, 
so erscheint die Strecke PS von dem zu d gehörigen Brennpunkte 
aus gesehen unter rechtem Winkel. Da die Richtung der Achse 
bekannt ist, so hat man zur Bestimmung dieses Brennpunktes 
zwei geometrische Örter. Im allgemeinen erhält man zwei Losungen. 
Die Art der Kurven wird dureh die Lage der gefundenen Brenn- 
punkte bestimmt. 

G59. Zieht man die Gerade PP lt welche p x in S schneiden 
möge, so findet man leicht einen Punkt P a , der mit P die Strecke 
P 1 S harmonisch teilt. Dieser Punkt P 2 gehört dem gesuchten 
Kegelschnitte an. Über die geometrischen Örter des dor gegebenen 
Direktrix zugehörigen Brennpunktes siehe die Lösungen 656 und 
658. Im allgemeinen ergeben sich zwei Lösungen. 

660a. Der Schnittpunkt der Sehnen Pj-P^ und P 4 P 6 sei Q. 
Man legt durch P x einen Strahl s, der die Verlängerung von P^P^ 
in R sehneidet, zieht die Gerade QU, welche P%P 3 in S treffen 
möge. Verbindet man nun P Sl und S, so sehneidet diese Linie 
den Strahl s in einem sechsten Punkte des Kegelschnittes. (Siehe 
Lehrsatz des Pascal.) 

660b. Läßt man den Strahl s, dessen Richtung beliebig war, 
einmal P$P a , das andere Mal P 4 P b parallel laufen, so erhält man 
in beiden Füllen parallele Sehnen des Kegelschnittes, mit deren 
Hilfe sich geometrische Örter des Mittelpunktes konstruieren lassen. 

661. Die Konstruktion ist durch wiederholte Anwendung der 
Lösung 599 auszuführen. 

662. Man zieht die Gerade P X P 2 , welche i in A schneiden 
möge. Legt man sodann durch A einen beliebigen Strahl s, 
welcher die Verliingcrung von l'.,P 3 in B, die von P a P t in C 
trifft, so schneiden sich die Verbindungslinien -BP 4 und GP 1 in 
einem fünften Punkte des Kegelschnittes. 

663. Die Tangente (, möge die Verlängerung von P^P^ in 
A, ferner möge die Tangente ^ die Verlängerung von P^P^ in B 
schneiden, dann trifft die Gerade P 1 P it die Verbindungslinie AB 
in einem zweiten Punkte der gesuchten Tangente, 

664. Wir bezeichnen den Durch schnittspunkt von t t und t% mit 
Pj, den von ^ und t & mit P 2 , den von t s und i 4 mit P 3 u. s. f. 
Sodann nehmen wir auf t h einen Punkt TS. an und ziehen itfP s , 
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ferner P^. Ist N der Schnittpunkt dieser beiden Geraden, so 
verbinden wir P a mit N und verlängern diese bis ram Schnitt mit 
t, in L, dann ist LM die gesuchte Tangente. 

665. Die Bezeichnung der Schnittpunkte der Tangenten sei 
dieselbe wie in der vorhergehenden Lösung. Die beiden Diago- 
nalen P 1 P i und PjjJ^ mögen sieh im Punkte N schneiden. Ver- 
binden wir N mit P 5 , so trifft die Verlängerung dieser Verbindungs- 
linie die Tangente < a in dem Berührungspunkte derselben. 

666. Man bestimmt zunächst nach der vorhergehenden Lösung 
die Berührungspunkte der Tangenten und findet mit Hilfe der- 
selben nach Lösung 660b leicht den Mittelpunkt des Kegelschnittes. 

667. Konstruiert man mit Hilfe der gegebenen Stücke ein 
Tangentensecbseek, so lassen sich leicht beliebig viele andere Tan- 
genten, sowie die Berührungspunkte derselben finden. 

668. Es inftgen sich (j und t, in G, t t und £, in A, (., und t t in 
B sehneiden. Man verbinde A mit P, , B mit P 2 und den Schnitt- 
punkt M dieser beiden Transversalen mit C, so trifft die Ver- 
längerung dieser Verbindungslinie t s in dem gesuchten Berüh- 
rungspunkte. 
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Verlag von B. G. Teulmer in Leipzig. 

Lehrbuch der Elementar -Geometrie. Von J. Henrici, Professor 
am Gymnasium zu Heidelberg, und P. Treutleib, Professor am 
Gymnasium bu Karlsruhe, gr. 8. Erster Teilt Gleichheit der plani- 
metrischen Größen. Kongruente Abbildung in der Kbene. Pensum 
der Tertia. Mit 188 Figurr-r. in Holzschnitt. 1881. geh. Jt 2.— 
Zweiter Teil; Perspektivische Abbildung in der Ebene. Berechnung 
der planimetrischeji Ün.">()<:ii. J'ünsum der [Sekunda.. (Nebst weiteren 
Ausführungen für Prima.) Mit 189 Figuren in Holzschnitt und einem 
(lithogr.) Kärtchen. 1882. geh. M 2. 80. 

Elemente der Geometrie. Von J, Frischauf , Professor in Graz. 
2. umgearbeitete Auflage, gl. 8. 1877. geh. Jl 2. — 

Grundzügo einer wissenschaftliehen Darstellung der Geometrie 
des Maasses. Ein Lehrbuch von Dr. 0. ScHnöKir-CH. Erstes Heft: 
Planimetrie. 6. Aufl. 8. 1883. geh. Jt 2.— 

Ü. Theil: Geometrie des Raumes. 3. Aufl. 

gr. 8. 1874. geh. M 4.— 

Leitfaden der ebenen Geometrie mit Benutzung neuerer An- 
schauungsweisen für die Schule. I. Theil erstes Heft. Die gerad- 
linigen Figuren und der Kreis. Mit Uebungen. Von Dr. Hwmsbt 
Müller. Zweite umgearbeitete Auflage. (Mit, vielen Holzschnitten 
im Test und 2 lithogr. Tafeln.) gr. 8. ■ 1878. geh. JC 1. 60. 

— ■ I. Theil zweites Heft. Anhang: Erweiterungen zu 

Theil I und Einleitung in die neuere Geometrie. Mit Uebungen. 
Zweite umgearbeitete Auflage. (Mit vielen Holzschnitten im Test 
u. 2 lithogr. Tafeln.) gr. 8, 1878. geh. Jt 1. 20. 

H. Theil. Die Kegelschnitte und die Elemente der 

neueren Geometrie, gr. 8. 1876. geh. Jl 1.60. 

Die Kegels chrü tte in synthetischer Behandlungsweise für die 
Prima höherer Lehranstalten. Von Dr. A. Duonke. Mit Figuren 
im Text. gr. 8. 1881. geh. Jt 2. — 

Grundriss einer elementar - geometrischen Kegelschnitts lehre. 
Von H. G. Zeuthen. gr. 8. 1882. geh. Jt 2. — 

Die Elemente der Kegelschnitte in synthetischer Behandlung. 
Zum Gebrauche in der Gyninasialpriiiia bearbeitet von Dr. W. Erleb, 
Prof. u. I. Oberlehrer am Kgl. Pädagogium in Züllichau. Mit einer 
lithographirten Figurentafel. 2. Aufl. gr. 8. 1881. geh. Jt 1. — 

lirfitbud) Der tarnen ©cometiit ne&fl fflepcütionätaftln. gut Bürget*, 
©elnerbe. ; unb fjötjere Stabtfdjulen jointe pm SelliftuiiteradjtE. yjtit 
fiitvm ln.'ii'ubi"A'u' Uifi S'i'.liirriitL-ji'tu. Sien SircEtur Dr. £8. SJtfjntC p 
©armen, ©edjfte Oerbefferte. Auflage, gr. 8. 1880. geh. Jt 2. 40. 

Leitfaden der ebenen Geometrie mit 700 TJebungssatzen und 
Aufgaben. Von Dr. Junos Kobeb. gr. 8. 1874. geh. Jt 1. — 

Lehrbuch zur Einführung in die Geometrie für höhere Schulen. 
Von Dr. H. Böhm:», U'o erlehr «r an der Realschule zu Ruhrort. Mit 
in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1879. geh. Jt 1. CO. 

Vorschule zur Geometrie. Von Dr. Th. Eeishaus, Oberlehrer am 
Gymnasium zu Stralsund. Erste Abtheilung: Lehrbuch. (Mit 
vielen Figuren im Text.) gr. 8. 1879. geh. Jt. 2.— 

Zweite Abtheilung. Wiederholungs - und 

Aufgabenbuch. (Mit vielen Figuren im Text.) gr. 8. 1878. .«1.20, 
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Die Geometrie für Gymnasien und Realschulen. Ton 
A. Mir.iNowsKj, Oberlehrer am Gymnasium zu Weißenburg i./E. 
gr. 8. 1881. geh. I. Teil: Planimetrie. Mit Holzschnitten im 
Test und 4 Figurentafeln. .#2. — . IL Teil: Stereometrie. I. Heft: 
Lehrbuch. Mit 37 Holzschnitten im Test. .#—.80. IL Heft: 
Übungsbuch. Mit vier .Figurentafeln. Jt l.— 

Lehrbuch der elementaren Geometrie für Gymnasien und Real- 
schulen bearbeitet von F. J. Bkockhann. Erster Theil: Die Plani- 
metrie. 2. Aufl. Mit 139 Figuren in Holzschnitt, gr. 8. 1877. 
geh. Jt 2.— Zweiter Theil: Die Stereometrie. Mit 84 Figuren in 
Holzschnitt, gr. 8. 1875. geh. Jt 1. 60. 

Lehrbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie. Für 
Gymnasien und Realschulen bearbeitet von F. J. Bhockuann. Mit 
46 Holzschnitten. 2. Aufl. gr. 8. 1880. geh. Jl 1.80. 

Einleitung in die neuere Geometrie für die oberen Klassen der 
Realschulen und Gymnasien. Von W. Fi.iikp.tamn, Oberlehrer an der 
Realschule auf der Durg in Königsberg i. Pr. Mit 4 lithographierten 
Fij'iin'ütai'cln. gr. 8. 1881. geh. n. Jl 1. 60. 

Leitfaden der Stereometrie mit Benutzung neuerer Anschauungs- 
weisen. Von Dr. Huhert Müixeu. I, Theil: Die Grundge bilde und 
die einfachsten Körperformen. Mit zahlreichen Holzschnitten und 
drei (lithogr.) Tafeln, gr. 8. 1877. geb. Jl 2.— 

Lehrbuch der analytischen Geometrie. Bearbeitet von O. Fort u. 
0. Schlömit.ch. Mit vielen Holzschn. 2 Theile. 4. Aufl. gr. 8. 1877. 
geh. Jt 9. — 

Einzeln: I. Theil: An.lyt. Oeometrie der Ebene. Von O. Fori. Jti.— 

II. Thelll An&ljl. Gonnietrie des Baum«. Von O. Rehlümilch. .«5. — 

Sammlung von Beispielen und Aufgaben aus der Stereometrie 
und Trigonometrie. Von Dr. F. Reidt. 2 Theile. 2. Aufl. gr. 8. 1877. 
geh. Jt 7. — 
Einzeln: I. Theil: TriKonomelrle. Jl i. — 
II. Thoil: Stereometrie. Jt §.— 

Resultate. 2. Auflage. I. Theil Jt 1.80, IL Theil Jl 1. — 

Die trigonometrische Analysis planimetriseher 'Konstruktions- 
Aufgaben. Von F. Reidt. gr. 8. 1882. kart. Jl 1. 20. 

Einleitung in die Differential- und Integralrechnung, Von 
M. Pasch. (Mit Figuren im Text.) gr. 8. 1882. geh. Jl 3. 20. 

Die Elemente der Differential - und Integralrechnung. Zur 
Einführung i.(i.St[i('ii:ui; dargest.v.A.HAHNACK. gr. 8. 1881. geh. .Jf7.60. 

Uebungsbuch zum Studium der höheren Analysis. Von 
0. ScHT:öwir.cH. 2 Theile. 3. Aufl. gr. 8. 1878—1882. geh. Jl 13. 60. 
Einzeln: I. Theil: Aufgaben aus der Differentialrechnung. S Aufl. 1878. .// — 

Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene. Von 
Dr. AiKii.t HocmiKiM, Professor, gr. 8. Heft I. Die gerade Linir, 
der Punkt, der Kreis, geh. in 2 Abteilungen: A. Aufgaben. l-*82. 
Jt 1.60. K. Auflösungen. 1882. Jl 1. 50. 
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